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Лекция № 10. Дифференциал функции 
 

На лекции рассматриваются вопросы: 
1. Понятие дифференциала функции. 
2. Геометрический смысл дифференциала. 
3. Свойства дифференциала. 
4. Применение дифференциала в приближенных вычислениях. 
5. Понятие о дифференциалах высших порядков. 
 
1. Понятие дифференциала функции. 
Пусть функция  xfy   определена на промежутке X и 

дифференцируема в некоторой окрестности точки Xx . Тогда существует 
конечная производная  
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 при 0x  стремится к  xf  . Следовательно, по 

теореме о связи функции и ее предела 
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Умножим на x : 
    xxxxfy   . 

Таким образом, приращение функции состоит из двух слагаемых: 
1)   xxf   — бесконечно малая величина одного порядка малости по 

сравнению с x  (при 0x ), т.к.  
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2)   xx   — бесконечно малая величина более высокого порядка, чем 
x , т.к.  
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Приращение функции y  является эквивалентным первому слагаемому 
  xxf   при 0x , т.к.  
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Оно называется главной частью приращения функции. 
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 Дифференциалом функции называется главная, линейная 
относительно x , часть приращения функции, равная произведению 
производной на приращение независимой переменной 
 

  xxfdy  . 
 

Пример 1. Найти дифференциал функции xy  . 
Решение. 

xxxdxdy  . 
Итак, xdx  , т.е. дифференциал независимой переменной равен 

приращению этой переменной. 
 
Поэтому формулу для нахождения дифференциала можно записать в 

виде 
 dxxfdy  , 

откуда  
dx

dy
xf   есть отношение дифференциалов (обозначение Лейбница). 

 

 
2. Геометрический смысл дифференциала. 
Возьмем на графике функции  xfy   произвольную точку  yxM  , . 

Дадим аргументу x  приращение x . Тогда функция  xfy   получит 
приращение    xyxxyy  . Проведем касательную к кривой  xfy   в 
точке  yxM  , , которая образует угол   с положительным направлением оси 
Ox, т.е   tgxf  . Из прямоугольного треугольника MKN  

  xxftgxtgMNKN   ,  
Так как   xxfdy  , то KNdy  . 
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Итак, дифференциал функции есть приращение ординаты 

касательной, проведенной к графику функции  xfy   в данной точке x, 
когда x получает приращение x . 

 
3. Свойства дифференциала. 

 

1) 0dC ; 
2)   duCCud  ; 
3)   dvduvud  ; 
4)   dvuduvuvd  ; 

5) 
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6) Инвариантность формы дифференциала. 
Рассматривая функцию  xfy   независимой переменной x, получили  

 dxxfdy  . 
Определим дифференциал сложной функции. Пусть  ufy  , где 
 xu  . 
Пользуясь правилом дифференцирования сложной функции, имеем:  

   xuufy  . 
Тогда дифференциал 

     duufdxxuufdxydy  . 
Таким образом,  

 duufdy  . 
Итак, формула дифференциала не изменится, если вместо функции от 

независимой переменной x рассматривать функцию от зависимой 
переменной u.  
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Это свойство дифференциала получило название инвариантности (т.е. 
неизменности) формы (или формулы) дифференциала. 

 

Пример 2. Найти дифференциал dy  функции 
12 xey . 

Решение. 
1) По определению дифференциала: 

  dxxedxedxydy xx 


  211 22

. 
2) Найдем дифференциал по свойству инвариантности формы 

дифференциала. Данную функцию можно представить так: uey  , где 

12  xu . Тогда  
  dxxexdeduedy xxu   21 121 22

. 
 

4. Применение дифференциала в приближенных вычислениях. 
Приращение функции  y  в точке 0x : 

    xxxxfy  0 , где   dydxxf  0 , т.е. 
  xxdyy   . 

Дифференциал dy  является главной частью приращения функции y . 
Это означает, что при достаточно малых значениях x  приращение y  
приближенно равно дифференциалу, т.е. 

dyy  , 
     dxxfxfxxf 000  , 

      xxfxfxxf  000 . 
Полученная формула используется в приближенных вычислениях. 
 
Пример 3. Найти приближенное значение величины 4 8,15 . 
Решение.  
Рассмотрим функцию   4 xxf  , 160 x , 2,08,1516 x . 

Тогда   2164
0 xf ,    
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32

1

164

1
4 30  xf . 

Получаем   99375,100625,022,0
32

1
22,0168,15 44  . 

 
5. Понятие о дифференциалах высших порядков. 
Дифференциал функции  dxxfdy   есть функции от двух аргументов: 

x и dx .  
Будем полагать, что dx  имеет фиксированное значение, не зависящее от 

x. В этом случае dy  есть некоторая функция от x, которая также может иметь 
дифференциал. 
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 Дифференциалом второго порядка yd 2  функции  xfy   
называется дифференциал от дифференциала первого порядка этой функции 
при фиксированном dx , т.е.  

 dydyd 2 . 
 

 Дифференциалом n-го порядка yd n  называется дифференциал от 
дифференциала  1n -го порядка этой функции, т.е. 

 yddyd nn 1 . 
 

Найдем yd 2 : 

                222 dxxfdxxfdxxfdxxfddxdxxfddydyd  , 

где  22 dxdx  . 
Итак, 

  22 dxxfyd  . 
Аналогично, 

    nnn dxxfyd  ,  
 

т.е. дифференциал n-го порядка равен произведению производной n-го 
порядка на n-ю степень дифференциала независимой переменной. 
 

Тогда  
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Пример 4. Найти дифференциал второго порядка функции 32 xey x  . 
Решение. 
Определим производную 2-го порядка данной функции:  

22 32 xey x  ;    xey x 64 2  . 
Тогда  

  2222 64 dxxedxyyd x  . 


