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Лекция 8. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения 
второго порядка с постоянными коэффициентами 

 
На лекции рассматриваются вопросы: 
1. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения второго 

порядка с постоянными коэффициентами. 
 

1. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения второго 
порядка с постоянными коэффициентами 

 Уравнение вида  xfqyypy  , где p и q — действительные 
числа, называется линейным неоднородным дифференциальным 
уравнением второго порядка с постоянными коэффициентами. 

 

Теорема: Общее решение линейного неоднородного дифференциального 
уравнения равно сумме общего решения соответствующего однородного 
уравнения и частного решения данного неоднородного уравнения, т.е. 

чнооон yyy  , 
где онy  — общее решение линейного неоднородного дифференциального 
уравнения; 

ооy  — общее решение линейного однородного дифференциального 
уравнения; 

чнy  — частное решение линейного неоднородного дифференциального 
уравнения. 
 

Нахождение ооy  см. выше. 
Для нахождения чнy  для некоторых специальных видов функций  xf  

используют метод неопределенных коэффициентов. Сначала по виду правой 
части устанавливается вид частного решения с неопределенными 
коэффициентами, затем эти коэффициенты определяются. 

 

Рассмотрим некоторые виды функции  xf , стоящей в правой части 
уравнения. 

Случай 1. Пусть правая часть уравнения    xPxf n , где  xPn  —
многочлен степени n.  

Тогда частное решение чнy  следует искать в виде: 
 xQy nчн  , если корни характеристического уравнения 01 k , 02 k , 

где  xQn  — многочлен степени n с буквенными коэффициентами, 
подлежащими определению; 

 xxQy nчн  , если 01 k  или 02 k , т.е. один из корней 
характеристического уравнения равен нулю; 

 xQxy nчн
2 , если 021  kk , т.е. оба корня характеристического 

уравнения равны нулю (в этом случае уравнение лучше решать, как 
уравнение, допускающее понижение порядка). 
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Для определения буквенных коэффициентов находят чнy , чнy   и 
подставляют их и чнy  в данное линейное неоднородное уравнение.  

 
Пример: Решить дифференциальное уравнение 

122 2  xxyy . 
 
Решение 
Уравнение 122 2  xxyy  является линейным неоднородным 

дифференциальным уравнение второго порядка с постоянными 
коэффициентами. 

Его общее решение имеет вид 
чнooон yyy  , 

где  онy  ― общее решение данного линейного неоднородного 
дифференциального уравнения; 

ooy  ― общее решение соответствующего линейного однородного 
дифференциального уравнения; 

чнy  ― частное решение данного линейного неоднородного 
дифференциального уравнения. 

 
1. Найдем ooy . Для этого решим соответствующее линейное 

однородное дифференциальное уравнение 
02  yy . 

Составим характеристическое уравнение: 
022  kk . 

Его корни: 01 k  и 22 k . 
Тогда ooy  находим по формуле: 

xkxk
oo eCeCy 21

21  . 
Получим общее решение соответствующего линейного 

однородного дифференциального уравнения: 
xx

oo eCeCy 2
2

0
1

  
или 

x
oo eCCy 2

21
 . 

2. Найдем чнy . Так как правая часть данного линейного 
неоднородного дифференциального уравнения представляет собой 
многочлен второй степени и один из корней характеристического 
уравнения равен нулю, то чнy  будем искать в виде: 

  CxBxAxxCBxAxyчн  232 . 
Найдем чнy  и чнy  : 
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CBxAxyчн  23 2 , 
BAxyчн 26  . 

 
Подставив чнy , чнy  и чнy   в данное уравнение, получим: 

  1223226 22  xxCBxAxBAx  
или 

1224626 22  xxCBxAxBAx . 
Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях x: 














.122
,246

,16

CB
BA

A
 

Отсюда имеем: 

6
1

A , 
4
1

B , 
4
3

C . 

Таким образом, получаем частное решение данного линейного 
неоднородного дифференциального уравнения: 

xxxyчн 4
3

4
1

6
1 23  . 

3. Найдем онy : 

xxxeCCyyy x
чнooон 4

3
4
1

6
1 232

21   . 

Итак, общее решение данного линейного неоднородного 
дифференциального уравнения: 

xxxeCCy x

4
3

4
1

6
1 232

21   . 

Ответ: xxxeCCy x

4
3

4
1

6
1 232

21   . 

 
Случай 2. Пусть правая часть уравнения есть показательная функция 

  mxaexf  . 
Тогда частное решение чнy  следует искать в виде: 

mx
чн Aey  , если корни характеристического уравнения mk 1 , mk 2 , 

где А — коэффициент, подлежащий определению; 
mx

чн Axey  , если mk 1  или mk 2 , т.е. один из корней 
характеристического уравнения равен m; 

mx
чн eAxy 2 , если mkk  21 , т.е. оба корня характеристического 

уравнения равны m. 
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Пример:  
Решить дифференциальное уравнение  

xeyyy 292  . 
 
Решение. 
Уравнение xeyyy 292   является линейным неоднородным 

дифференциальным уравнение второго порядка с постоянными 
коэффициентами. 

Его общее решение имеет вид 
чнooон yyy  , 

где  онy  ― общее решение данного линейного неоднородного 
дифференциального уравнения; 

ooy  ― общее решение соответствующего линейного однородного 
дифференциального уравнения; 

чнy  ― частное решение данного линейного неоднородного 
дифференциального уравнения. 

1. Найдем ooy . Для этого решим соответствующее линейное 
однородное дифференциальное уравнение 02  yyy . 

Составим характеристическое уравнение: 
022  kk . 

Его корни: 11 k  и 22 k . 
Тогда ooy  находим по формуле: 

xkxk
oo eCeCy 21

21  . 
Получим общее решение соответствующего линейного 

однородного дифференциального уравнения: 
xx

oo eCeCy 2
21   . 

2. Найдем чнy . Так как правая часть данного линейного 
неоднородного дифференциального уравнения представляет собой 
показательную функцию вида   mxaexf   и 2m  совпадает с одним из 
корней характеристического уравнения, то чнy  будем искать в виде: 

x
чн Axey 2 . 

Найдем чнy  и чнy  : 
xx

чн AxeAey 22 2 , 
xxx

чн AxeAeAey 222 422  . 
Подставив чнy , чнy  и чнy   в данное уравнение, получим: 

xxxxxxx eAxeAxeAeAxeAeAe 2222222 922422  . 
Приведя подобные слагаемые и разделив обе части уравнения 

на xe2 , определим коэффициент А: 
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xx eAe 22 93  , 
93 A , 
3A . 

Таким образом, получаем частное решение данного линейного 
неоднородного дифференциального уравнения: 

x
чн xey 23 . 

3. Найдем онy : 
xxx

чнooон xeeCeCyyy 22
21 3  . 

Итак, общее решение данного линейного неоднородного 
дифференциального уравнения: 

xxx xeeCeCy 22
21 3  . 

Ответ: xxx xeeCeCy 22
21 3  . 

 
Случай 3. Пусть правая часть уравнения есть тригонометрическая 

функция   nxbnxaxf sincos  , где a, b, n — действительные числа и 0n . 
Тогда частное решение чнy  следует искать в виде: 

nxBnxAyчн sincos  , если корни характеристического уравнения 
nikk 21 , , где А, В — коэффициенты, подлежащие определению; 
 nxBnxAxyчн sincos  , если nikk 21 , . 

 
Пример:  
Решить дифференциальное уравнение 

xxyy 2sin122cos44  . 
 
Решение 
Уравнение xxyy 2sin122cos44   является линейным 

неоднородным дифференциальным уравнение второго порядка с 
постоянными коэффициентами. 

Его общее решение имеет вид 
чнooон yyy  , 

где  онy  ― общее решение данного линейного неоднородного 
дифференциального уравнения; 

ooy  ― общее решение соответствующего линейного однородного 
дифференциального уравнения; 

чнy  ― частное решение данного линейного неоднородного 
дифференциального уравнения. 

 
1. Найдем ooy . Для этого решим соответствующее линейное 

однородное дифференциальное уравнение 
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04  yy . 
Составим характеристическое уравнение: 

042 k  
или  

42 k . 
Его корни: ik 21   и ik 22  . 
Так как корни характеристического уравнения комплексные 

сопряженные вида 1,2 α ± βk i , то ooy  находим по формуле: 

 1 2cosβ sinβx
ooy e C x C x  . 

Получим общее решение соответствующего линейного 
однородного дифференциального уравнения: 

 xCxCey x
oo 2sin2cos 21

0   
или 

xCxCyoo 2sin2cos 21  . 
2. Найдем чнy . Так как правая часть данного линейного 

неоднородного дифференциального уравнения представляет собой 
тригонометрическую функцию вида   nxbnxaxf sincos   и числа 

inik 2  являются корнями характеристического уравнения, то чнy  
будем искать в виде: 

 xBxAxyчн 2sin2cos  . 
 
Найдем чнy  и чнy  : 

 xBxAxxBxAyчн 2cos22sin22sin2cos  , 
 xBxAxBxAyчн 2cos22sin22cos22sin2

   xBxAx 2sin42cos4
xBxxAxxBxA 2sin42cos42cos42sin4   

Подставив чнy , чнy  и чнy   в данное уравнение, получим: 
 xBxxAxxBxA 2sin42cos42cos42sin4  

xxxBxxAx 2sin122cos42sin42cos4   
или 

xxxBxA 2sin122cos42cos42sin4  . 
Приравняем коэффициенты при x2sin  и x2cos , получим: 








;44
,124

B
A

 

Тогда 3A , 1B . 
Таким образом, получаем частное решение данного линейного 

неоднородного дифференциального уравнения: 
 xxxyчн 2sin2cos3  . 
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3. Найдем онy : 
 xxxxCxCyyy чнooон 2sin2cos32sin2cos 21  . 

Итак, общее решение данного линейного неоднородного 
дифференциального уравнения: 

 xxxxCxCy 2sin2cos32sin2cos 21  . 
Ответ:  xxxxCxCy 2sin2cos32sin2cos 21   
 
Теорема 3: Если правая часть линейного неоднородного уравнения 

представлена в виде суммы двух функций, т.е. дано уравнение  
   xfxfqyypy 21  , 

то для нахождения частного решения такого уравнения достаточно сложить 
частное решение 

1чнy  уравнения  xfqyypy 1  и частное решение 
2чнy  

уравнения  xfqyypy 2 , т.е.  

21 чнчнчн yyy  . 
 


