
 ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 

Задание 1-10 

Решить систему линейных уравнений (табл.1) тремя способами: 

1) по формулам Крамера; 

2) с помощью обратной матрицы; 

3) методом Гаусса. 

Таблица 1. Исходные данные для решения задач 

Номер 

Задания 
Система 

Номер 

задания 
Система 

1 















732

,132

,623

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

2 















534

,4638

,2

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

3 















1238

,742

,12

321

321

31

xxx

xxx

xx

 

4 















205

,932

,15243

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

5 















344

,322

,42

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

6 















934

,12638

,2

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

7 















5523

,12432

,132

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

8 















35

,032

,123

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

9 















123

,325

,642

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

10 















33432

,39114

,2457

321

31

21

xxx

xx

xx

 

 

Задание 11-20 

Даны координаты точек А, В, С, D (табл. 2). 

Требуется:  

1) найти координаты векторов , ,AВ АС АD  и записать их разложение 

в системе орт;  

2) найти угол между векторами ,AВ АС ;  

3) найти площадь треугольника АВС;  

4) найти объём пирамиды АВСD. 



Таблица 2. Исходные данные для решения задач 

Номер задания 
Координаты точек 

A B C D 

11 (3; –1; 2) (4; –1; –1) (2; 0; 2) (1; 2; 4) 

12 (2; –1; 2) (3; –1; –1) (1; 0; 2) (0; 2; 4) 

13 (3; 0; 2) (4; 0; –1) (2; 1; 2) (1; 3; 4) 

14 (2; –1; 3) (3; –1; 0) (1; 0; 3) (0; 2; 5) 

15 (3; 1; 2) (4; 1; –1) (2; 2; 2) (1; 4; 4) 

16 (2; 1; 2) (3; 1; –1) (1; 2; 2) (0; 4; 4) 

17 (1; 1; 2) (2; 1; –1) (0; 2; 2) (–1; 4; 4) 

18 (0; 1; 2) (1; 1; –1) (–1; 2; 2) (–2; 4; 4) 

19 (0; 2; 2) (1; 2; –1) (–1; 3; 2) (–2; 5; 4) 

20 (0; 2; 1) (1; 2; –2) (–1; 3; 1) (–2; 5; 3) 

 

Пример выполнения задания 1-10 

Дана система линейных уравнений 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 4 16,

5 2 8,

3 10.

x x x

x x x

x x x

  


  
   

 

Решить систему тремя способами: 

1) по формулам Крамера; 

2) с помощью обратной матрицы; 

3) методом Гаусса. 

Решение 

1. Решим систему по правилу Крамера: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 4 16,

5 2 8,

3 10.

x x x

x x x

x x x

  


  
   

 

Составим определитель системы из коэффициентов при неизвестных 

и вычислим его по правилу треугольников: 

    



 112152314415322111

113

215

421

 

272101220121  . 

Составим определитель 1 , заменив в определителе системы   

первый столбец столбцом свободных членов, и вычислим его по правилу 

треугольников: 



   



 1216128411014810221116

1110

218

4216

1

0321640324016  . 

Составим определитель 2 , заменив в определителе системы   

второй столбец столбцом свободных членов, и вычислим его, разложив 

по третьей строке: 

      


85

161
11

25

41
110

28

416
13

1103

285

4161
332313

2  

      16581542110482163  

108721800  . 

Составим определитель 3 , заменив в определителе системы   

третий столбец столбцом свободных членов, и вычислим его, получив 

нули в первом столбце и разложив по нему: 







1013

815

1621

3  

умножим элементы первой строки на  5  и прибавим к 

соответствующим элементам второй строки, затем умножим элементы 

первой строки на  3  и прибавим к соответствующим элементам 

третьей строки: 







3870

7290

1621

 

полученный определитель разложим по элементам первого столбца: 

        162504342772389
387

729
11

11








. 

Вычислим 1x , 2x  и 3x  по правилу Крамера: 

0
27

01
1 







x , 

4
27

1082
2 







x , 

6
27

1623
3 









x . 

Итак,  6 ,4 ,0   — решение системы. 



Ответ:  6 ,4 ,0  . 

 

2. Решим систему матричным методом  















103

,825

,1642

321

321

321

xxx

xxx

xxx

. 

 

Рассмотрим матрицы: 





















113

215

421

A  — матрица системы, состоящая из коэффициентов 

при неизвестных; 



















3

2

1

x

x

x

X  — матрица-столбец неизвестных; 



















10

8

16

B  — матрица-столбец свободных членов. 

Тогда данная система в матричной форме примет вид: 

BAX  . 

Матрица X  находится по формуле 

BAX 1 , 

где  1A  — матрица, обратная к матрице A . 

Найдем обратную матрицу 1A . Найдем определитель матрицы A : 

27

113

215

421





  (вычисление в пункте 1). 

Так как 027  , то матрица A  имеет обратную матрицу 1A . 

Находим алгебраические дополнения: 

    31211
11

21
1

11
11 





A , 

    13215
13

25
1

21
12 


A , 



    83115
13

15
1

31
13 





A , 

     61412
11

42
1

12
21 





A , 

  113411
13

41
1

22
22 


A , 

     73211
13

21
1

32
23 





A , 

  01422
21

42
1

13
31 


A , 

    185421
25

41
1

23
32 


A , 

  95211
15

21
1

33
33 


A . 

Составляем матрицу A
~

 из алгебраических уравнений: 

























9180

7116

813
~
A . 

Транспонируем полученную матрицу A
~

, получаем матрицу A : 

























978

18111

063

A . 

Обратную матрицу 1A  находим по формуле 

AA 


 11 . 

Получаем: 

























































3

1

27

7

27

8
3

2

27

11

27

1

0
9

2

9

1

978

18111

063

27

11A . 

Найдем матрицу X : 


















































 

10

8

16

3

1

27

7

27

8
3

2

27

11

27

1

0
9

2

9

1

1BAX  

 

 

   


































































10987168

1018811161

10086163

27

1

10

8

16

978

18111

063

27

1
 






































6

4

0

162

108

0

27

1
. 

Итак,  6 ,4 ,0   — решение системы. 

Ответ:  6 ,4 ,0  . 

 

3. Решим систему методом Гаусса: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 4 16,

5 2 8,

3 10.

x x x

x x x

x x x

  


  
   

 

Умножим первое уравнение на  5  и прибавим ко второму 

уравнению; умножим первое уравнение на  3  и прибавим к третьему. 

Получим: 

1 2 3

2 3

2 3

2 4 16,

    9 18 72,

    7 11 38.

x x x

x x

x x

  


   
    

 

Умножим второе уравнение на 









9

1
. Получим: 

1 2 3

2 3

2 3

2 4 16,

         2 8,

    7 11 38.

x x x

x x

x x

  


 
    

 

Умножим второе уравнение на 7  и прибавим к третьему. Получим: 

1 2 3

2 3

3

2 4 16,

         2 8,

                 3 18.

x x x

x x

x

  


 
 

 



Умножим третье уравнение на 
3

1
. Получим: 

1 2 3

2 3

3

2 4 16,

         2 8,

                   6.

x x x

x x

x

  


 
 

 

Прямой ход метода Гаусса закончен. Получили систему 

ступенчатого вида. Начиная с третьего уравнения, обратным ходом 

находим неизвестные: 

63 x , 

412862828 32  xx , 

  0248166442164216 321  xxx . 

Итак,  6 ,4 ,0   — решение системы. 

Ответ:  6 ,4 ,0  .Пример выполнения задания 11-20 

Даны координаты точек  2 ;1 ;3 A ,  1 1; ;4 B ,  2 0; ;2С ,  4 ;2 ;1D . 

Требуется:  

1) найти координаты векторов AB , AС  AD  и записать их 

разложение в системе орт;  

2) найти угол между векторами AB  и AС ;  

3) найти площадь треугольника АВС;  

4) найти объём пирамиды АВСD. 

 

Решение 

1. Чтобы найти координаты вектора AB , зная координаты его начала 

 111 ,, zyxA  и конца  222 ,, zyxB , надо из координат конца вектора 

вычесть соответствующие координаты его начала: 

 121212  ; ; zzyyxxAB  . 

Тогда 

   3 ;0 ;121 ;11 ;34  ABa , 

   0 ;1 ;122 ;10 ;32  ACb , 

   2 ;3 ;224 ;12 ;31  ADc . 

Если вектор  zyx aaaa  ; ;  задан своими координатами, то его 

можно записать в виде разложения по координатному базису i , j , k  

следующим образом: 

kajaiaa zyx  . 

Тогда разложение векторов ABa  , ACb  , ADc   по базису i , j , 

k  имеет вид: 



kia 3 , 

jib  , 

kjic 232  . 

2. Косинус угла между векторами ABa   и ACb  найдем по формуле 

cos
a b

BAC
a b


 


, 

где  ba   — скалярное произведение векторов a  и b ,  

ba   — произведение длин векторов a  и b . 

Скалярное произведение векторов  zyx aaaa ;;  и  zyx bbbb ;;  

находится по формуле 

zzyyxx babababa  . 

Тогда  

222222
cos

zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa
BAC




 . 

Получим 

   

   







222222 011301

031011
cos BAC  

20

20

20

1

210

1





 . 

 

3. Площадь треугольника АВС вычислим по формуле 
1

2
S a b   , 

где  ba  — векторное произведение векторов ABa   и ACb  . 

Векторное произведение векторов  zyx aaaa ;;  и  zyx bbbb ;;  

находится по формуле 

zyx

zyx

bbb

aaa

kji

ba  . 

Найдем векторное произведение векторов  3 ;0 ;1  ABa  и 

 0 ;1 ;1 ACb : 



kjikji

kji

ba 















 33
11

01

01

31

01

31

011

301 . 

Тогда 

19133 222 ba . 

19

2
ABCS   (кв. ед.). 

 

4. Объем пирамиды ABCD находится по формуле 

1 1

6 6
ABCDV AB AC AD a b c  , 

где  cba  — смешанное произведение векторов ABa  , ACb   и ADc  . 

 

 

 

Смешанное произведение векторов  zyx aaaa ;; ,  zyx bbbb ;;  и 

 zyx сссс ;;  находится по формуле 

zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

сba  . 

Найдем смешанное произведение векторов  3 ;0 ;1  ABa , 

 0 ;1 ;1 ACb  и  2 ;3 ;2 ADc : 

1 0 3
1 0 1 1

1 1 0 1 3 2 3 5
3 2 2 3

2 3 2

x y z

x y z

x y z

a a a

abc b b b

c c c




         




. 

Тогда 

6

5
ABCDV  (куб. ед.). 

 


