
Ïðèìåðû ðàñ÷åòà

Ïðèìåð 1. Äëÿ êîíñîëüíîé áàëêè, ñ ïðèëîæåííîé ê íåé ñîñðåäîòî÷åííîé
ñèëîé Ð, îïðåäåëèòü óãîë ïîâîðîòà è ïðîãèá ñå÷åíèÿ, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç
òî÷êó Â (Ðèñ. 27).

Ðèñ. 27

Ð å ø å í è å. 1. Âû÷åð÷èâàåì ðàñ÷åòíóþ ñõåìó áàëêè.
2. Ñòðîèì ýïþðó èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ.
3. Òàê êàê ìîìåíò áóäåò îòðèöàòåëüíûì, ñòðåëêè ôèêòèâíîé

ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè íàïðàâëÿåì âíèç.
4. Ïðèíèìàåì ôèêòèâíóþ áàëêó.
5. Îïðåäåëÿåì âåëè÷èíó îïîðíûõ ðåàêöèé ôèêòèâíîé áàëêè:

SÌÂ = 0 = –MB
f + w(2/3)1 = –MÂ

f + (1/2)P×1×1×(2/3)×1; ÌÂ
f = Pl3/3;

SY = 0 = VÂ
f – w = VÂ

f – Pl2 /2; VÂ
f = Pl2/2.

6. Îïðåäåëÿåì âåëè÷èíû èçãèáàþùåãî ìîìåíòà è ïîïåðå÷íîé ñèëû â
ñå÷åíèè, ïðîõîäÿùåì ÷åðåç òî÷êó Â:

ÌÂ
f = –Pl3/3; QÂ

f = – Pl2/2.
7. Îïðåäåëÿåì ïåðåìåùåíèÿ ïî ôîðìóëàì (7.8) è (7.9).
yB = MB

f/EI = –3Pl3/3EI; QB = QB
f/EI = –3Pl2/2EI.

Âèäíî, ÷òî ýòè îòâåòû èäåíòè÷íû ðåøåíèþ ìåòîäîì íåïîñðåäñòâåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èçîãíóòîé îñè áàëêè.



Ïðèìåð 2. Äëÿ áàëêè, íàãðóæåííîé â ñåðåäèíå ïðîëåòà ñîñðåäîòî÷åííîé
ñèëîé Ð, îïðåäåëèòü óãîë ïîâîðîòà ñå÷åíèÿ, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òî÷êó Â, è
ïðîãèá ñå÷åíèÿ, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òî÷êó Ñ (Ðèñ. 28).

Ðèñ. 28

Ð å ø å í è å. 1. Âû÷åð÷èâàåì ðàñ÷åòíóþ ñõåìó áàëêè.
2. Ñòðîèì ýïþðó èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ.
3. Òàê êàê ìîìåíò áóäåò ïîëîæèòåëüíûì, íàïðàâëÿåì ñòðåëêè

ôèêòèâíîé ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè ââåðõ.
4. Ïðèíèìàåì ôèêòèâíóþ áàëêó (Ðèñ. 28).
5. Îïðåäåëÿåì âåëè÷èíó ðåàêöèé ôèêòèâíîé áàëêè:
Òàê êàê íàãðóçêà ñèììåòðè÷íà VA

f =  VA
f = w/2 = (1/2) (Pl/4)(1/2) =

Pl2/16.
6. Îïðåäåëÿåì âåëè÷èíó ïîïåðå÷íîé ñèëû â ñå÷åíèè, ïðîõîäÿùåì ÷åðåç

òî÷êó Â: Qf
B = VB

f = Pl2/16;
7. Îïðåäåëÿåì âåëè÷èíó èçãèáàþùåãî ìîìåíòà â ñå÷åíèè, ïðîõîäÿùåì

÷åðåç òî÷êó Ñ:  Ìf
C = –VA

f(1/2) + (1/2)(Pl/4)(1/2)(1/3)(1/2) = – (Pl3/32) +
(Pl3/96) =
= – Pl3 /48.

8. Îïðåäåëÿåì ïåðåìåùåíèÿ QB è óÑ: QB = Qf
B/EI = Pl2/16EI; óÑ = Mf

C/EI =
= –Pl3/48EI



.

Ïðèìåð 3. Äëÿ îäíîïðîëåòíîé áàëêè, íàãðóæåííîé ðàñïðåäåëåííîé
íàãðóçêîé, îïðåäåëèòü ïðîãèá óÑ â ñåðåäèíå ïðîëåòà è óãîë ïîâîðîòà
ñå÷åíèÿ QÀ, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç ëåâóþ îïîðó (Ðèñ. 29).

Ðèñ. 29

Ð å ø å í è å. 1. Âû÷åð÷èâàåì ðàñ÷åòíóþ ñõåìó áàëêè.
2. Ñòðîèì ýïþðó èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ.
3. Òàê êàê ìîìåíò ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, íàïðàâëÿåì ñòðåëêè

ôèêòèâíîé ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè ââåðõ.
4. Ïðèíèìàåì ôèêòèâíóþ áàëêó  ñì ðèñ.
5. Îïðåäåëÿåì âåëè÷èíó îïîðíûõ ðåàêöèé ôèêòèâíîé áàëêè:

VA
f = VA

f = w /2.
Îïðåäåëÿåì ïëîùàäü w èíòåãðèðîâàíèåì óðàâíåíèÿ èçãèáàþùèõ

ìîìåíòîâ: M = (ql /2)x – qx2/2;
           1

w = ò[(dl /2)x – qx2/2]dx = ql3/4 – ql3/6 = ql3/12, òîãäà VA
f = VA

f =
ql3/24.

          0

6. Îïðåäåëÿåì ïîïåðå÷íóþ ñèëó â ñå÷åíèè, ïðîõîäÿùåì ÷åðåç òî÷êó À.
Qf

A = –VA
f = – ql3/24.

7. Îïðåäåëÿåì âåëè÷èíó èçãèáàþùåãî ìîìåíòà â ñå÷åíèè, ïðîõîäÿùåì
÷åðåç òî÷êó Ñ ôèêòèâíîé áàëêè (Ðèñ. 7.30): Mf

C = – (1/2)VA
f×+ (w/2)(1/2 – xC);

íàéäåì êîîðäèíàòó öåíòðà òÿæåñòè xC = SY/F [ñì. ôîðìóëó (2.4)].
Â íàøåì ñëó÷àå F = w /2 = ql3 /24, à



             1/2        1/2

SY = ò(Ìdx)x = ò[(ql/2)x – qx2/2]x dx = ql4/48 – ql4/128 = 5ql4/384,
òîãäà

             0         0

xC = 5ql4/384: ql3/24 = 5l/16, ñëåäîâàòåëüíî
Mf

C = – (ql3 /24)(1/2) + (ql3/24)(1/2 – 5l/16) = ql4/48 + 3ql4/384 = 5ql4/384.
8. Îïðåäåëÿåì óãîë ïîâîðîòà QÀ è ïðîãèá óÑ:

QÀ = Qf
A/EI = – ql3/24EI; yC = – 5ql4384EI.

Èç ïðèâåäåííûõ ïðèìåðîâ âèäíî, ÷òî êîíå÷íûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ
ñîâïàäàþò ñ îòâåòàìè çàäà÷, ðåøåííûõ ðàíåå ìåòîäîì íåïîñðåäñòâåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èçîãíóòîé îñè.

Èç ïðèìåðà (3) âèäíî, ÷òî âû÷èñëåíèå ïëîùàäåé ýïþð èçãèáàþùèõ
ìîìåíòîâ è êîîðäèíàò èõ öåíòðîâ òÿæåñòè èíòåãðèðîâàíèåì ñâÿçàíî ñ
îïðåäåëåííûìè ñëîæíîñòÿìè, ïîýòîìó â ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ ïðè ñëîæíîì
íàãðóæåíèè áàëîê ñòðîÿò "ðàññëîåííûå" ýïþðû. Ïðè ýòîì âíà÷àëå ñòðîÿò
ýïþðû îò êàæäîé èç âíåøíèõ ñèë, ïðèëîæåííûõ ê áàëêå, â îòäåëüíîñòè, à
ïîòîì ñâîäÿò èõ âñå âìåñòå íà îñü ýïþðû. Òîãäà ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî
òîëüêî ñ ïëîùàäÿìè è êîîðäèíàòàìè ýïþð, êîòîðûå ïðèâåäåíû â òàáëèöå 2.

Òàáëèöà 2
Ñõåìà íàãðóæåíèÿ Ýïþðà Ì Ïëîùàäü w Êîîðäèíàòà õÑ

bh b/2

bh/2 b/3

bh/3 b/4

bh/4 b/5

2bh/3 b/2



Ïðèìåð 4. Äëÿ êîíñîëüíîé áàëêè îïðåäåëèòü óãîë ïîâîðîòà ñå÷åíèÿ,

ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òî÷êó Ñ, è ïðîãèá ñå÷åíèÿ, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òî÷êó Â

(Ðèñ.31).

Ðèñ.31

Ð å ø å í è å. 1. Âû÷åð÷èâàåì ðàñ÷åòíóþ ñõåìó áàëêè (Ðèñ. 31).
2. Ñòðîèì ýïþðû èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ îò êàæäîé èç ñèë, ïðèëîæåííûõ

ê áàëêå (Ðèñ. 32, à), â îòäåëüíîñòè (Ðèñ. 32, á, â, ã).

Ðèñ. 32

3. Ñâîäèì âñå òðè ýïþðû íà îñü áàëêè (Ðèñ. 33). Íà ýïþðàõ ñ
ïîëîæèòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè ìîìåíòîâ ñòðåëêè ôèêòèâíîé ðàñïðåäåëåííîé
íàãðóçêè íàïðàâëÿåì ââåðõ, à íà ýïþðå ñ îòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè
ìîìåíòîâ – âíèç.



Ðèñ. 33

4. Ïðèíèìàåì ôèêòèâíóþ áàëêó.
5. Îïðåäåëÿåì âåëè÷èíó îïîðíûõ ðåàêöèé ôèêòèâíîé áàëêè:

SÌÑ = 0 = MÑ
f + w3(5/2) – w2(7/3) – w1(3/2), èëè

MC
f = + (1/2)∂ 30∂ 2∂ (7/3) – (1/3)×40∂ 2∂ (5/2) + 20∂ 3∂ (3/2) » 93,33 êÍì3;

SY = 0 = –VC
f + w1 + w2 – w3, èëè VÑ

f = 20∂ 3 + (1/2)∂ 30∂ 2 – (1/3)∂ 40∂ 2 » 63,3
êÍì2.

6. Îïðåäåëÿåì âåëè÷èíó ïîïåðå÷íîé ñèëû â ñå÷åíèè ôèêòèâíîé áàëêè,
ïðîõîäÿùåì ÷åðåç òî÷êó Ñ, è èçãèáàþùèé ìîìåíò Mf

B.
Qf

C = VC
f = 63,3 êÍì2; Mf

B = MC
f + 20∂ 1×0,5 – VC

f×1 = 93,3 + 10 – 63,3 = 40,0 êÍì3.
7. Îïðåäåëÿåì QÑ è  óÂ, åñëè áàëêà èçãîòîâëåíà èç äâóòàâðà ¹ 30, ó

êîòîðîãî îñåâîé ìîìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî íåéòðàëüíîé îñè I = 7080 ñì4.
QÑ = Qf

C /EI = 63,3/(2×108×7080×10–8) = 0,0044 ðàä = 0,25°;
yC = Mf

B /EI = 40/(2×108×7080×10–8) = 0,0028 ì = 2,8 ìì.



Ïðèìåð 5. Äëÿ çàäàííîé áàëêè (Ðèñ. 34) ïîñòðîèòü ýïþðû ïîïåðå÷íûõ ñèë
è èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ.

Ðèñ. 34

Ïîäîáðàòü êâàäðàòíîå ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå èç äåðåâà, ïîëüçóÿñü
óñëîâèåì ïðî÷íîñòè ïî íîðìàëüíûì íàïðÿæåíèÿìè (R = 9 ÌÏà) è ïîñòðîèòü
èçîãíóòóþ îñü áàëêè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íà÷àëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Îïðåäåëèòü
äëÿ ýòîãî óãëû ïîâîðîòà ñå÷åíèé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îïîðû, è ïðîãèáû
ñå÷åíèé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè Ñ è D.

Ð å ø å í è å.  1. Ñ÷èòàÿ îïîðíûå ðåàêöèè îïðåäåëåííûìè, ñòðîèì
"ýïþðû èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ (Ðèñ. 35).

Ðèñ. 35



Ïðèìå÷àíèå: Âî âñåõ  ïîñëåäóþùèõ  çàäà÷àõ ñàìîñòîÿòåëüíî
îïðåäåëèòå îïîðíûå ðåàêöèè è ïîñòðîèòå ýïþðû Q è Ì.
2. Ïîäáèðàåì ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå áàëêè, ïîëüçóÿñü óñëîâèåì ïðî÷íîñòè

ïî íîðìàëüíûì íàïðÿæåíèÿì:
s = Ìmax /W £ R, îòñþäà W = Ìmax /R = 30∂ 10–3 /9 = 0,003333 ì3 = 3333 ñì3.

Òàê êàê äëÿ êâàäðàòíîãî ñå÷åíèÿ W = à3 /6 [ñì. ôîðìóëó (6.6)], òî
___ ______

à = 3Ö6W = 3Ö 6×3333 » 27ñì.
3. Îïðåäåëÿåì ïåðåìåùåíèÿ áàëêè.
 3.1. Îïðåäåëÿåì âåëè÷èíó îñåâîãî ìîìåíòà èíåðöèè ñå÷åíèÿ áàëêè

îòíîñèòåëüíî íåéòðàëüíîé îñè:
IX = à4 /12 = 274 /12 = 44286,75 ñì4 = 44286,75∂ 10–8ì4.
3.2. Îïðåäåëÿåì æåñòêîñòü áàëêè (Åäåð= 1∂ 104 ÌÏà):
EI = 44286,75×10–8×104×103 » 4429 êÍì2.
3.3. Ïðèíèìàåì íà÷àëî êîîðäèíàò äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèé è

ïðîâîäèì ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ íà êàæäîì ó÷àñòêå áàëêè (Ðèñ. 36).

Ðèñ. 36

3.4. Çàïèñûâàåì îáîáùåííîå óðàâíåíèå èçîãíóòîé îñè áàëêè äëÿ ïåðâîãî
ñå÷åíèÿ:

EIy1 = EIy0 + EIq0x1 + VA(x1
3/6) – q(x1

4/24), (à)

òàê êàê â îïîðå ïðîãèá óA = 0, ìîæåì çàïèñàòü, ÷òî EIyÀ(ïðè x1=0) = 0 = EIy0.
3.5. Çàïèñûâàåì îáîáùåííîå óðàâíåíèå èçîãíóòîé îñè äëÿ òðåòüåãî

ñå÷åíèÿ:
EIy3 = EIq0x3 + VA(x3

3/6) – q(x3
4/24) – P(x3 – 1)3/6 + M(x3 – 2)2/2 + q (x3 –

– 1)4/24 – q (x3 – 2)4/24. (b)

Òàê êàê ïðîãèá yB = 0, ïîäñòàâèì â ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå x3 = 3 ì.



EIyB = 0 = EIq0×3 + 55, îòñþäà EIq0×Ç = –55, a EIq0 = –18,33 êÍì2, òîãäà
q0 = qA = –18,33 / EI = –18,33 /4429 = 0,0041 ðàä = 0,23730.

3.6. Îïðåäåëÿåì ïðîãèá óñ. Ïîäñòàâëÿåì äëÿ ýòîãî â óðàâíåíèå (a) x1 =
1ì:
EIyc = –18,33∂ 1 + 30(1/6) – 20(1/24) = –14,17 êÍì3;
óÑ = –14,47/4429 = – 0,003198 ì = –0,32 ñì.

3.7. Îïðåäåëÿåì ïðîãèá óD. Çàïèñûâàåì îáîáùåííîå óðàâíåíèå èçîãíóòîé
îñè äëÿ âòîðîãî ñå÷åíèÿ è ïîäñòàâëÿåì â íåãî õ2 = 2ì:
EIy2= EIq0x2 +VÀ(X2

3/6) – q(x2
4/24) + q(x2 – 1)4/24 – P(x2 – 1)3/6;

EIyD (ïðè x2=2 ì) = –14,17 êÍì3; óD = –14,17/4429 = – 0,003198 ì = 0,32 ñì .
3.8. Îïðåäåëÿåì óãîë ïîâîðîòà qâ. Çàïèñûâàåì äëÿ ýòîãî îáîáùåííîå

óðàâíåíèå èçîãíóòîé îñè äëÿ òðåòüåãî ñå÷åíèÿ è ïîäñòàâëÿåì â íåãî õ3 =
3ì:
EIq3 = EIq0+VÀ(X3

2/6)–q(x3
3/6) + q(x3 – 1)3/6 – P(x3–1)2/2+M(x3 – 2)–q(x3 – 2)3/6;

ÅIqÂ (ïðè õ3 = 3 ì) = 20 êÍì2; qÂ = 20/4429 = 0,0045 ðàä = 0,258°.
3.9. Ïî ïîëó÷åííûì äàííûì ñòðîèì èçîãíóòóþ îñü áàëêè (Ðèñ. 37).

Ðèñ. 37



Ïðèìåð 6. Äëÿ çàäàííîé áàëêè (Ðèñ. 38) ïîñòðîèòü ýïþðû ïîïåðå÷íûõ
ñèë è èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ, ïîäîáðàòü êðóãëîå ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå èç
äåðåâà, ïîëüçóÿñü óñëîâèåì ïðî÷íîñòè ïî íîðìàëüíûì íàïðÿæåíèÿì (R  =  9
ÌÏà) è ïîñòðîèòü èçîãíóòóþ îñü áàëêè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íà÷àëüíûõ
ïàðàìåòðîâ. Îïðåäåëèòü äëÿ ýòîãî qÂ è qD, à òàêæå ïðîãèáû óB, óC è óî.

Ðèñ. 38

Ð å ø å í è å.  1. Ñòðîèì ýïþðû ïîïåðå÷íûõ ñèë è èçãèáàþùèõ
ìîìåíòîâ (Ðèñ. 38).

2. Ïîäáèðàåì ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå áàëêè, ïîëüçóÿñü óñëîâèåì ïðî÷íîñòè
ïî íîðìàëüíûì íàïðÿæåíèÿì [ñì. ôîðìóëó (6.5)]:
s = Mmax/W £ R, îòñþäà W = Mmax /R = 25×10–3 /9 = 0,0028 ì–3 = 2800 ñì3.

Òàê êàê äëÿ êðóãëîãî ñå÷åíèÿ W = 0,1d3, òî
                                             ______      _____

d = 3ÖW /0,1 = 3Ö28000 = 30,4 ñì » 30ñì.
3. Îïðåäåëÿåì ïåðåìåùåíèÿ áàëêè.
3.1. Îïðåäåëÿåì âåëè÷èíó îñåâîãî ìîìåíòà èíåðöèè áàëêè îòíîñèòåëüíî

íåéòðàëüíîé îñè:
I = pd4/64 = 3,14×304/64 = 39740,63 ñì4 » 39741×10–8 ì4.
3.2. Îïðåäåëÿåì æåñòêîñòü áàëêè [Åäåð = 104 ÌÏà]:
EI = 104×103×39741×10–8 » 3974 êÍì2.



3.3. Ïðèíèìàåì íà÷àëî êîîðäèíàò â çàäåëêå áàëêè, òàê êàê íà÷àëüíûå
ïàðàìåòðû qA = q0 = 0 è óA = ó0 = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëÿòü èõ íå íàäî.

Ïðîâîäèì íà êàæäîì ó÷àñòêå áàëêè ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå (Ðèñ. 39).

Ðèñ. 39

3.4. Çàïèñûâàåì îáîáùåííûå óðàâíåíèÿ èçîãíóòîé îñè áàëêè äëÿ
ïåðâîãî ñå÷åíèÿ è ïîäñòàâëÿåì â íèõ x1 = 1 ì:
EIy1 = MA(X1

2/2) – VA(x1
3/6); EIq1 = ÌAx1 – VA(x1

2/2);
EióÂ (ïðè õ = 1 ì) = 6,67 êÍì3, òîãäà óÂ = 6,67/3974 = 0,0017 ì = 0,17 ñì;
ÅIqÂ (ïðè x1 = 1 ì) = 10 êÍì2, òîãäà qÂ = 10/3974 = 0,0025 ðàä = 0,140.

3.5. Çàïèñûâàåì îáîáùåííîå óðàâíåíèå èçîãíóòîé îñè áàëêè äëÿ
âòîðîãî ñå÷åíèÿ è ïîäñòàâëÿåì â íåãî x2 = 2ì:
EIy2 = MÀX2

2 /2 – VÀ x2
3 /6 + Ì(x2 – 1)2 /2 + q(x2 – 1)4/24;

EIyÑ (ïðè x2 = 2 ì) = 19,58 êÍì3, òîãäà óC = 19,58/3974 = 0,0049 ì = 0,49 ñì.
3.6. Çàïèñûâàåì îáîáùåííûå óðàâíåíèÿ èçîãíóòîé îñè áàëêè äëÿ

òðåòüåãî ñå÷åíèÿ è ïîäñòàâëÿåì â íèõ õ3 = 3 ì:
EIy3 = MÀX3

2 /2 – VÀx3
3/6 + Ì1(x3 – 1)2/2  + q(x3 – 1)4/24 – M2(x3 – 2)2/2;

EIq3 = ÌÀX3 – VÀx3
2/2 + Ì1(x3 – 1) + q(x3 – 1)3/6 – M2(x3 – 2);

EIyD (npu õ3 = 3 ì) = 25 êÍì3, òîãäà óD = 25/3974 = 0,0063 ì = 0,63 ñì;
EIqD (ïðè x3 = 3 ì) = 0 êÍì2, òîãäà qD = 0 ðàä = 0°.

3.7. Ïî ïîëó÷åííûì äàííûì ñòðîèì èçîãíóòóþ îñü áàëêè (Ðèñ. 40).



Ðèñ. 40



Рис. 41

Ïðèìåð 7. Äëÿ çàäàííîé áàëêè (Ðèñ. 41) ïîñòðîèòü ýïþðû ïîïåðå÷íûõ
ñèë è èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ, ïîäîáðàòü äâóòàâðîâîå ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå,
åñëè ðàñ÷åòíîå ñîïðîòèâëåíèå R = 160 ÌÏà. Ïîñòðîèòü èçîãíóòóþ îñü áàëêè,
ïîëüçóÿñü ìåòîäîì íà÷àëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèòü: óãëû
ïîâîðîòîâ qÀ  è qÂ; ïðîãèáû óC è óD.

Ð å ø å í è å.  1. Ñòðîèì ýïþðû ïîïåðå÷íûõ ñèë è èçãèáàþùèõ
ìîìåíòîâ (Ðèñ. 42).

Ðèñ. 42

2. Ïîäáèðàåì äâóòàâðîâîå ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå áàëêè, ïîëüçóÿñü
óñëîâèåì ïðî÷íîñòè ïî íîðìàëüíûì íàïðÿæåíèÿì:
s = Mmax /W < R, îòñþäà W = Mmax /R = 31,04×10–3/160 = 1940×107 ì3 = 194 ñì3.

Èç ÃÎÑÒ 8239–89 âûáèðàåì äâóòàâð ¹ 20à ñ WÕ = 203 ñì3.
3. Îïðåäåëÿåì ïåðåìåùåíèÿ áàëêè.



3.1. Èç ÃÎÑÒ 8239–89 âûïèñûâàåì äëÿ äâóòàâðà ¹ 20à IÕ = 2030 ñì4.
3.2. Îïðåäåëÿåì æåñòêîñòü áàëêè (Eñòàëè = 2×108 êÏà):

EI = 2×108×2030×10–8 = 4060 êÍì2.
3.3. Ïðèíèìàåì íà÷àëî êîîðäèíàò íà ëåâîì êîíöå áàëêè (Ðèñ. 43).

Ïðîâîäèì êîîðäèíàòíûå îñè ÷åðåç òî÷êó À è ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ íà êàæäîì
ó÷àñòêå áàëêè. Òðåóãîëüíóþ ðàñïðåäåëåííóþ  íàãðóçêó ïðîäîëæàåì äî êîíöà
áàëêè, ïðîòèâîïîëîæíîþ íà÷àëó êîîðäèíàò, è óðàâíîâåøèâàåì åå òàêîé æå
íàãðóçêîé, ïðèëîæåííîé ñíèçó ââåðõ íà òðåòüåì ó÷àñòêå.

3.4. Îïðåäåëÿåì âåëè÷èíó íà÷àëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Äëÿ ýòîãî çàïèñûâàåì
îáîáùåííûå óðàâíåíèÿ ïðîãèáîâ äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ñå÷åíèé.
EIy1 = EIy0 + EIq0x1 + VÀx1

3/6;
EIy2 = EIy0 + EIq0x2 + VÀx2

3/6 – P(x2 – 1)3/6 – q(x2 – 1)5/120.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîãèáû â òî÷êàõ À è Â áóäóò ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó

ïîäñòàâèì â ïåðâîå óðàâíåíèå x1 = 0, à âî âòîðîå – x1 = 2 ì.
EIyA (ïðè x1 = 0) = 0 = EIy0; EIyÂ (ïðè x2 = 2 ì) = EIq0×2 + 33,08 èëè
EIq0 = – 16,54 êÍì2, òîãäà q0 = qÀ = – 1654/4060 = – 0,0041 ðàä = 0,235°.

3.5. Îïðåäåëÿåì óãîë ïîâîðîòà qÂ. Ñîñòàâëÿåì äëÿ ýòîãî óðàâíåíèå
óãëîâ ïîâîðîòîâ äëÿ âòîðîãî ñå÷åíèÿ è ïîäñòàâëÿåì â íåãî õ2 = 2 ì:
EIq2 = EIq0 + VÀX2

2/2 – Ð(x2 – 1)2/2 – q(x2 – 1)4/120;
EIqB (ïðè x2 = 2 ì) = 27,21 êÍì2, òîãäà qÂ = 27,21/4060 = 0,0067 ðàä = 0,384°.

3.6. Îïðåäåëÿåì ïðîãèá óñ. Ïîäñòàâëÿåì ñ ýòîé öåëüþ x1 =  1  ì  â
óðàâíåíèå ïðîãèáîâ äëÿ ïåðâîãî ñå÷åíèÿ;
EIyC (ïðè x1 = 1 ì) = – 11,96 êÍì3, òîãäà óC = – 11,96/4060= – 0,0029 ì =
= – 0,29 ñì

3.7. Îïðåäåëÿåì ïðîãèá ó0. Ñîñòàâëÿåì óðàâíåíèå ïðîãèáîâ äëÿ
òðåòüåãî ñå÷åíèÿ è ïîäñòàâëÿåì â íåãî õ3 = Ç ì:
EIy3 = EIq0x3 + VÀx3

3/6 – P(x3 – 1)3/6 – q(x3 – 1)5/120 + VB(x3 – 2)4/24 + q(x3 –
– 2)4/24 +q(x3 – 2)5/120; ÅIó0 (ïðè õ3=3 ì) = 42,21 êÍì3, òîãäà
уD = 42,21/4060 = 0,0104 м = 1,04 см.



3.8. Ïî ïîëó÷åííûì äàííûì ñòðîèì èçîãíóòóþ îñü áàëêè (Ðèñ..44).
Ïðèìå÷àíèå: âî âñåõ çàäà÷àõ, ðåøåííûõ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íà÷àëüíûõ
ïàðàìåòðîâ, ïðè ñîñòàâëåíèè îáîáùåííûõ óðàâíåíèé èçîãíóòîé îñè
èñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëû (6) è (7).

Ðèñ..44



Ðèñ. 45

Ïðèìåð 8. Ïðîâåðèòü æåñòêîñòü âàëà ðåäóêòîðà), åñëè ïðîãèá â
ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñè âàëîâ â ìåñòå óñòàíîâêè øåñòåðíè íå
äîëæåí ïðåâûøàòü [y] = 0,1 ìì. Äèàìåòð âàëà d = 32 ìì, ðàññòîÿíèå îò
ïðàâîãî ïîäøèïíèêà äî øåñòåðíè à = 110 ìì, à îò ëåâîãî ïîäøèïíèêà äî
øåñòåðíè–b = 80 ìì. Ðàäèàëüíîå äàâëåíèå S = 4 êÍ (Ðèñ. 45).

Ð å ø å í è å.  1. Ïðèíèìàåì ðàñ÷åòíóþ ñõåìó âàëà (Ðèñ.46), êîòîðàÿ
áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé äâóõîïîðíóþ áàëêó ñ ïðèëîæåííîé ê íåé
ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëîé S.

Ðèñ.46

2. Îïðåäåëÿåì âåëè÷èíó îïîðíûõ ðåàêöèé, ñòðîèì ýïþðó èçãèáàþùèõ
ìîìåíòîâ è íàãðóæàåì åé ôèêòèâíóþ áàëêó (Ðèñ. 47).



Ðèñ. 47

3. Îïðåäåëÿåì âåëè÷èíó ðåàêöèè:
SMB = – VÀ

f(b + a) + wxC = 0, ñëåäîâàòåëüíî, VÀ
f = w(a + 1)/3(b + a) =

= 0,5Mmax(b + a)(a + 1) / 3(b + a) = 0,5×0,187(0,11 + 0,19) / 3 = 0,009 êÍ = 9 Í.
4. Îïðåäåëÿåì âåëè÷èíó ôèêòèâíîãî èçãèáàþùåãî ìîìåíòà â ìåñòå

ðàñïîëîæåíèÿ øåñòåðíè (Ðèñ. 48).

Ðèñ. 48

Ìf = VÀ
fb – wxC = 9×0,08 – (Mmax /2)(b2/3) = 0,72 – (1/2)×187×0,08×(1/3)×0,08 =

= 0,52 Íì3.
5. Îïðåäåëÿåì âåëè÷èíó ïðîãèáà â ìåñòå óñòàíîâêè øåñòåðíè ïî

ôîðìóëå (7.9): y = Ìf /EI,



ãäå E– ìîäóëü Þíãà ñòàëè, 2×1011 Ïà;
I– îñåâîé ìîìåíò èíåðöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ âàëà, 104857×10–12 ì4.
Òîãäà ymax = 0,52/(2×1011×104857×10–12) = 0,000024 ì = 0,024 ìì.
Òàê êàê ymax = 0,024 ìì < [ó] = 0,1 ìì, æåñòêîñòü âàëà îáåñïå÷åíà.

Ïðèìåð 9. Äëÿ çàäàííîé ðàìû (Ðèñ. 50)ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ìàêñâåëëà–
Ìîðà îïðåäåëèòü óãîë ïîâîðîòà qA è ïðîãèá óÑ. Æåñòêîñòü êîëîíí è ðèãåëåé
ðàìû ïðèíÿòü ðàâíûìè EI.

Ðèñ. 50

Ð å ø å í è å.  1. Îïðåäåëÿåì âåëè÷èíó îïîðíûõ ðåàêöèé, ðàçáèâàåì
ðàìó íà ñèëîâûå ó÷àñòêè, ïðîâîäèì íà êàæäîì ó÷àñòêå ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ
(Ðèñ.7.51) è äëÿ êàæäîãî èç íèõ çàïèñûâàåì óðàâíåíèÿ èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ.
M1 = 0; 0 £ x1 £ 1 ì; M2 = –Ì = – 40; 0 £ õ2 £ 1ì;
Ìç = –Ì + VAx3 = – 40 + 25õ3; 0 £ õ3 £ 1 ì; Ì4 = 0; 0 £ x4 £ 1 ì;
Ì5 = –VBx5 – qx5

2 /2 = – 5õ – 10õ2; 0 £ õ5 £ 1ì.



Ðèñ. 51

2. Îïðåäåëÿåì óãîë ïîâîðîòà qA. Ïðèêëàäûâàåì â òî÷êå À ìîìåíò Ì=1
(Ðèñ. 52) è îïðåäåëÿåì âåëè÷èíó îïîðíûõ ðåàêöèé. Â òîé æå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷òî íà äåéñòâèòåëüíîé ðàìå, ïðîâîäèì ïîïåðå÷íûå
ñå÷åíèÿ è çàïèñûâàåì óðàâíåíèÿ èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ.

Ðèñ. 52

M°1 = –1; Ì0
2 = –1; Ì0

3 = –1 + x3 /2; Ì0
4 = 0: Ì0

6 = –x5 /2.
Èìååì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

M1 = 0; 0 £ õ £ 1 ì; M°1 = –1; M2 = – 40; 0 £ õ £ 1 ì; Ì°2 = –1;



Ì3 = – 40 + 25õ; 0 £ õ £ 1 ì; Ì°3 = –1 + x/2; Ì4 =0; 0 £ õ £ I ì; Ì°4 = 0;
Ì5= –5õ – 10õ2; 0 £ õ £ 1 ì; Ì°5= –x/2.

Âèäíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè óãëà ïîâîðîòà qA ïðîñóììèðóþòñÿ òðè
èíòåãðàëà Ìîðà, òàê êàê íà ïåðâîì è ÷åòâåðòîì ó÷àñòêàõ ïðîèçâåäåíèÿ
ÌÌ°=0.

1                                1                               1

qA = (1/EI)[ò M2M0
2dx + ò M3M0

3dx + òM5M0
5dx] =

0 0                               0

                       1                                     1                                                             1

= (1/EI)[ò(–40)(–1)dx + ò(–40+25x)(–1+x/2)dx + ò(–5x–10x2)(–x/2)dx] =
                      0 0                                                              0

1

= (1/EI)(40x + 40x – 25x2/2 – 20x2/2 + 12,5x3 /3 + 2,5x3 /3 + 5x4 /4)ô =

0

= 63,75/EI.
qÀ = 63.75/EI.
3. Îïðåäåëÿåì ïðîãèá óÑ. Ïðèêëàäûâàåì â òî÷êå Ñ ñèëó Ð = 1 (Ðèñ. 7.52)

è îïðåäåëÿåì âåëè÷èíó îïîðíûõ ðåàêöèé. Â òîé æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷òî
íà äåéñòâèòåëüíîé ðàìå, ïðîâîäèì ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ è çàïèñûâàåì
óðàâíåíèÿ èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ.

M°1 = 0; Ì°2 = 0; Ì°3 = x3 /2; Ì°4 = 0; M°5 = x5 /2.
Èìååì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

M1 = 0; 0 £ õ £ 1 ì; M°1 = 0; Ì2 = –40; 0 £ õ £ 1 ì; Ì°2 = 0;
Ì3 = –40 + 25õ; 0 £ õ £ I ì; Ì0ç = x/2; Ì4 = 0; 0 £ õ £ 1 Ì; Ì0

4 = 0;
M5 = –5õ – 10õ2; 0 £ õ £ 1 ì; Ì0

5 = –x/2.
Âèäíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè ïðîãèáà óñ ïðîñóììèðóþòñÿ äâà èíòåãðàëà

Ìîðà, òàê êàê íà ïåðâîì, âòîðîì è ÷åòâåðòîì ó÷àñòêàõ ïðîèçâåäåíèÿ ÌÌ0 =
0.

                              1                               1

yC = (1/EI)[ò M3M0
3dx + òM5M0

5dx] =
0 0

                       1                                                      1

= (1/EI)[ò(–40 + 25x)(x/2)dx + ò(–5x – 10x2)(x/2)] =
                     0 0

1

= (1/EI)(–20x2/2 + 12,5x3 /3 – 2,5x3 /3 –  5x4 /4)ô = –7,92/EI.

0

yC = –7,92 /EI.



Ïðèìåð 10. Äëÿ çàäàííîé ðàìû (Ðèñ. 53) ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ìàêñâåëëà–
Ìîðà îïðåäåëèòü óãîë ïîâîðîòà qB è ãîðèçîíòàëüíîå ïåðåìåùåíèå õC.
Æåñòêîñòü êîëîíí è ðèãåëåé ðàìû ïðèíÿòü ðàâíîé EI.

Ðèñ. 53

Ð å ø å í è å.  1. Îïðåäåëÿåì âåëè÷èíó îïîðíûõ ðåàêöèé, ðàçáèâàåì
ðàìó íà ñèëîâûå ó÷àñòêè, ïðîâîäèì íà êàæäîì ó÷àñòêå ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ
(Ðèñ. 54) è äëÿ êàæäîãî èç íèõ çàïèñûâàåì óðàâíåíèå èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ.
M1 = –ÌÀ + VAx1 = –70 + 20x1; 0 £ x1 £ 1 ì;
M2 = –ÌÀ + VA(x2 +1) – qx2

2 /2 = –50 + 20x2 – 10x2
2; 0 £ x2 £ 1 ì;

Ì3 = –Ì = –10; 0 £ x3 £ 1 ì; Ì4 = –Ì = –10; 0 £ x4 £ 1 ì;
M5 = –Ì – Ðõ5 = –10 – 30õ5; 0 5 £ x5 £ 1 ì.



Ðèñ.54

3. Îïðåäåëÿåì óãîë ïîâîðîòà qÂ. Ïðèêëàäûâàåì â òî÷êå Â ìîìåíò Ì = 1
(Ðèñ. 55) è îïðåäåëÿåì âåëè÷èíû îïîðíûõ ðåàêöèé. Â òîé æå
ïîñëåäîâàòåëüíîå è, ÷òî íà äåéñòâèòåëüíîé ðàìå, ïðîâîäèì ïîïåðå÷íûå
ñå÷åíèÿ è çàïèñûâàåì óðàâíåíèÿ èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ.

Ðèñ. 55

Ì°1 = –1; Ì0
2= –1; Ì°3 = –1; M0

4= – l; M°5 = –1.
Èìååì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

M1 = –70+20õ; 0 £ x £ 1 ì; M°1 = –1; Ì2 = –50+20õ–10õ2; 0 £ õ £ 1ì; Ì°2 = –1;



Ì3 = –10; 0 £ õ £ 1ì; Ì°ç = –1; Ì4 = –10; 0 £ x £ 1Ì; Ì°4 = –1;
M5 = –10 – Ç0õ; 0 £ õ £ 1 ì; Ì0

5 = –1.
1                             1                              1                              1

1

qB = (1/EI)[òM1M0
1dx + òM2M0

2dx + òM3M0
3dx + òM4M0

4dx + òM5M0
5dx] =

0 0 0                              0

0

1                                               1                                                             1

1

= (1/EI)[ò(–70+20x)(–1)dx+ò(–50+20x–10x2)(–1)dx+ò(–10)(–1)dx+ò(–10)(–1)dx +
      0 0                                                             0

0

      1

+ ò(–10 – 30x)(–1)dx] =
      0

   1

= (1/EI)(70x – 25x2 /2 + 50x – 20x2 /2 + 10x3 /3 + 10x + 10x + 10x + 30x2 /2)ô
=

   0

= 163,33/EI, òîãäà qÂ = 163,33/EI.
4. Îïðåäåëÿåì ãîðèçîíòàëüíîå ïåðåìåùåíèå õñ. Ïðèêëàäûâàåì äëÿ ýòîãî â

òî÷êå Ñ ñèëó Ð = 1 (Ðèñ. 56) è îïðåäåëÿåì âåëè÷èíû îïîðíûõ ðåàêöèé. Â
òîé æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷òî íà äåéñòâèòåëüíîé ðàìå, ïðîâîäèì
ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ è çàïèñûâàåì óðàâíåíèÿ èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ.

Ðèñ. 56



Ì0
1 = 1; Ì0

2 = 1; Ì0
3 = 0; Ì0

4 = 0; Ì0
5 = –x5;

Èìååì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:
M1 = –70 + 20õ; 0 £ x1£ 1 ì; M0

1 = –1; Ì2 = –50 + 20õ – 10õ2; 0 £x2£ 1 ì; Ì0
2 = –

1;
Ì3 = –10; 0 £ õ3 £ 1 ì; Ì0

3 = 0; Ì4 = –10; 0 £ x4 £ 1ì; Ì0
4 = 0;

M5 = –10 – Ç0õ; 0 £ x5 £ 1 ì; Ì0
5 = –õ.

Âèäíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè ïåðåìåùåíèÿ õC ïðîñóììèðóþòñÿ òîëüêî
òðè èíòåãðàëà Ìîðà, òàê êàê íà òðåòüåì è ÷åòâåðòîì ó÷àñòêàõ
ïðîèçâåäåíèÿ Ì×Ì0 = 0.
                              1                                1                             1

xC = (1/EI)(ò M1M0
1dx + òM2M0

2dx + òM5M0
5dx) =

0 0                              0

1                                                      1

1

= (1/EI)[ò(–70 + 20x)(–1)dx + ò(–50 + 20x – 10x2)(–1)dx + ò(–10 – 30x)(–x)] =
                      0 0

0

1

= (1/EI)(70x – 20x2 /2 + 50x – 20x2 /2 + 10x3 /3 + 30x3 /3)ô = 118,33/EI.

0

xC = 118,33/EI.

Ïðèìåð 11. Äëÿ çàäàííîé ðàìû (Ðèñ. 57) îïðåäåëèòü óãîë ïîâîðîòà åå
íèæíåãî êîíöà è ãîðèçîíòàëüíîå ïåðåìåùåíèå âåðõíåé îïîðû ìåòîäîì
Âåðåùàãèíà. Æåñòêîñòü êîëîííû è ðèãåëÿ ðàìû ïðèíÿòü ðàâíîé EI.

Ðèñ. 57
Ð å ø å í è å.  1. Îïðåäåëÿåì âåëè÷èíû îïîðíûõ ðåàêöèé (Ðèñ. 58).



Ðèñ. 58

2. Ñòðîèì ðàññëîåííóþ ýïþðó èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ â îòäåëüíîñòè îò
êàæäîé èç ñèë, ïðèëîæåííûõ ê ðàìå (Ðèñ. 59, à, á, â, ã) è îïðåäåëÿåì ïëîùàäè
ïîëó÷åííûõ ýïþð (Ðèñ. 59, ä) [ñì. òàáëèöó (2)].

Ðèñ. 59

w1 = (1/2)40×2 = 40 êÍì2; w2 = 40×2 = 80 êÍì2; w3 = – (1/3)60×2 = –40
êÍì2;

w4 = –60×2 = –120 êÍì2; w5 = (1/2)20×1 = 10 êÍì2.



3. Îïðåäåëÿåì óãîë ïîâîðîòà íèæíåãî êîíöà ðàìû qÀ. Ïðèêëàäûâàåì äëÿ
ýòîãî â îïîðå ìîìåíò Ì = 1 (Ðèñ. 60, à), îïðåäåëÿåì âåëè÷èíû îïîðíûõ
ðåàêöèé è ñòðîèì ýïþðó èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ (Ðèñ. 60, á).

Ðèñ. 60

Îïðåäåëÿåì îðäèíàòû Ì°Ñ íà ýïþðå îò åäèíè÷íîãî ìîìåíòà (Ðèñ. 61,á),
ïîëó÷åííûå ïðè ïðîåöèðîâàíèè íà íåå öåíòðîâ òÿæåñòè ýïþð èçãèáàþùèõ
ìîìåíòîâ îò âíåøíèõ ñèë (Ðèñ. 61, à).

Ðèñ. 61

Ïðèìå÷àíèå: íà ðèãåëå îðäèíàòû Ì0
Ñ îïðåäåëÿåì èç óñëîâèÿ ïîäîáèÿ

òðåóãîëüíèêîâ, ïðè îïðåäåëåíèè ïëîùàäåé ýïþð w è îðäèíàò Ì0
Ñ

ó÷èòûâàåì èõ çíàê.
Ì0

Ñ1 = 2/3 ì; Ì0
Ñ2 = 1 ì; Ì0

Ñ3 = 3/4 ì; Ì0
Ñ4 = 1 ì; Ì0

Ñ5 = 1 ì.
Èìååì ñëåäóþùèå ïëîùàäè è îðäèíàòû:

w1 = (1/2)40×2 = 40 êÍì2; Ì0
Ñ1 = 2/3 ì; w2 = 40×2 = 80 êÍì2; Ì0

Ñ2 = 1 ì;
w3 = –(1/3)60×2 = –40 êÍì2; Ì0

Ñ3 = 3/4 ì; w4 = –60×2 = –120 êÍì2; Ì0
Ñ4 = 1 ì;

w5 = (1/2)20×1 = 10 êÍì2; Ì0
Ñ5 = 1 ì. Ïîäñòàâëÿåì â ôîðìóëó (7.21):

qÀ = (1/EI)(w1Ì0
Ñ1 + w2Ì0

Ñ2 + w3Ì0
Ñ3 + w4Ì0

Ñ4 + w5Ì0
Ñ5) =



= (1/EI)[40(2/3) + 80 ×1 – 40(3/4) – 120×1 + 10×1] = – 33,33/EI ðàä.
5. Îïðåäåëÿåì ãîðèçîíòàëüíîå ïåðåìåùåíèå õB âåðõíåé îïîðû ðàìû.

Ïðèêëàäûâàåì äëÿ ýòîãî â òî÷êå Â ñèëó Ð = 1 (Ðèñ. 62, à), îïðåäåëÿåì
âåëè÷èíó îïîðíûõ ðåàêöèè è ñòðîèì ýïþðó èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ
(Ðèñ.62,á).

Ðèñ. 62

Îïðåäåëÿåì îðäèíàòû M0
C íà ýïþðå îò åäèíè÷íîé ñèëû (Ðèñ. 63, á),

ïîëó÷åííûå ïðè ïðîåöèðîâàíèè íà íåå öåíòðîâ òÿæåñòè ýïþð èçãèáàþùèõ
ìîìåíòîâ îò âíåøíèõ ñèë (Ðèñ. 63, à).

Ðèñ. 63

Ì0
Ñ1 = – 4/3 ì; Ì0

Ñ2 = –1 ì; Ì0
Ñ3 = – 3/2 ì; Ì0

Ñ4 = –1 ì; Ì0
Ñ5 = –1/3 ì.

Èìååì ñëåäóþùèå ïëîùàäè è îðäèíàòû:
w1 = 40 êÍì2; Ì0

Ñ1 = –4/3 ì; w2 = 80 êÍì2; Ì0
Ñ2 = –1 ì;

w3  = –40 êÍì2; Ì0
Ñ3 = –3/2 ì; w4  = – 120 êÍì2; Ì0

Ñ4 = –1 ì;
w5  = 10 êÍì2; Ì0

Ñ5 = –1/3 ì.
xB = (1/EI)(w1Ì0

Ñ1 + w2Ì0
Ñ2 + w3Ì0

Ñ3 + w4Ì0
Ñ4 + w5Ì0

Ñ5) =
= (1/EI)[–40(4/3) – 80×1 + 40(3/2) + 120×1 – 10(1/3)] = 43,33/EI ðàä.



Ïðèìåð 12. Äëÿ çàäàííîé ðàìû (Ðèñ. 64) îïðåäåëèòü óãîë ïîâîðîòà
ñå÷åíèÿ, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç ïðàâóþ îïîðó è ïðîãèá ñå÷åíèÿ, ïðîâåäåííîãî
÷åðåç òî÷êó Ñ. Æåñòêîñòü êîëîííû è ðèãåëÿ ðàìû ïðèíÿòü ðàâíîé EI.

Ðèñ. 64

Ð å ø å í è å.  1. Îïðåäåëÿåì âåëè÷èíû îïîðíûõ ðåàêöèé ðàìû (Ðèñ.65,
à), ñòðîèì ðàññëîåííóþ ýïþðó èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ â îòäåëüíîñòè îò
êàæäîé èç ñèë, ïðèëîæåííûõ ê ðàìå (Ðèñ. 65, á), è îïðåäåëÿåì ïëîùàäè
ïîëó÷åííûõ ýïþð.

w1 = 20×1 = 20 кНм2; w2 = 20×1 = 20 кНм2; w3 = – (1/2)15×1 = –7,5 кНм2;
w4 = – (1/4)5×1 = – 5/4 кНм2;



Ðèñ. 65

2. Îïðåäåëÿåì qÂ. Ïðèêëàäûâàåì äëÿ ýòîãî â ïðàâîé îïîðå ðàìû ìîìåíò
Ì = 1 (Ðèñ. 66, à), îïðåäåëÿåì âåëè÷èíû îïîðíûõ ðåàêöèé è ñòðîèì ýïþðó
èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ (Ðèñ. 66, á).

Ðèñ. 66



Îïðåäåëÿåì îðäèíàòû Ì0
Ñ íà ýïþðå îò åäèíè÷íîãî ìîìåíòà (Ðèñ. 67,á),

ïîëó÷åííûå ïðè ïðîåöèðîâàíèè íà íåå öåíòðîâ òÿæåñòè ýïþð èçãèáàþùèõ
ìîìåíòîâ îò âíåøíèõ ñèë (Ðèñ. 67, à).

Ðèñ. 67

Ì0
Ñ1 = 0; Ì0

Ñ2 = 0,5 ì; Ì0
Ñ3 = 2/3 ì; Ì0

Ñ4 = 4/5 ì.
Èìååì ñëåäóþùèå ïëîùàäè è îðäèíàòû:

w1 = 20 êÍì2; Ì0
Ñ1 = 0; w2 = 20 êÍì2; Ì0

Ñ2 = 0,5 ì;
w3 = –7,5 êÍì2; Ì0

Ñ3 = 2/3 ì; w4 = 5/4 êÍì2; Ì0
Ñ4 = 4/5 ì;

qÂ = (1/EI)(w1Ì0
Ñ1 + w2Ì0

Ñ2 + w3Ì0
Ñ3 + w4Ì0

Ñ4 + w5Ì0
Ñ5) =

= (1/EI)(20×0,5 – 7,5(2/3) – (5/4)(4/5)) = – 4/EI ðàä.
3. Îïðåäåëÿåì ïðîãèá ÓÑ. Ïðèêëàäûâàåì äëÿ ýòîãî â òî÷êå Ñ ñèëó Ð = 1

(Ðèñ. 68, à), îïðåäåëÿåì âåëè÷èíó îïîðíûõ ðåàêöèé è ñòðîèì ýïþðó
èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ (Ðèñ. 68, á).



Ðèñ. 68

Îïðåäåëÿåì îðäèíàòû Ì0
Ñ íà ýïþðå oò åäèíè÷íîãî ìîìåíòà (Ðèñ. 69, á),

ïîëó÷åííûå ïðè ïðîåöèðîâàíèè íà íåå öåíòðîâ òÿæåñòè ýïþð èçãèáàþùèõ
ìîìåíòîâ îò âíåøíèõ ñèë (Ðèñ. 69, à).

Ðèñ. 69

Ì0
Ñ1 = – 0,5 ì; Ì0

Ñ2 = – 0,5 ì; Ì0
Ñ3 = –1/3 ì; Ì0

Ñ4 = –1/5 ì;
Èìååì ñëåäóþùèå ïëîùàäè è îðäèíàòû:

w1 = 20 êÍì2; Ì0
Ñ1 = – 0,5 ì; w2 =  20 êÍì2; Ì0

Ñ2 = – 0,5 ì;
w3 = –7,5 êÍì2; Ì0

Ñ3 = –1/3 ì; w4 = 5/4 êÍì2; Ì0
Ñ4 = –1/5 ì;

qÂ = (1/EI)(w1Ì0
Ñ1 + w2Ì0

Ñ2 + w3Ì0
Ñ3 + w4Ì0

Ñ4 + w5Ì0
Ñ5) =

= (1/EI)[–20×0,5 + 7,5×0,5 + 7,5(1/3) + (5/4)(1/5)] = –17,25/EI ðàä.



Ïðèìåð 13. Íàéòè ïðîãèá è óãîë ïîâîðîòà êîíöà âàëà ãëàâíîé ïåðåäà÷è
äèàìåòðîì d = 50 ìì (Ðèñ. 70). Ðàçìåðû: à = 35 ìì, b = 120 ìì, ñðåäíèé
ðàäèóñ êîíè÷åñêîé øåñòåðíè ã = 120 ìì. Ïðè ðàáîòå ïåðåäà÷è íà âàë
ïåðåäàþòñÿ ñëåäóþùèå íàãðóçêè: ðàäèàëüíàÿ R = 20 êÍ, îñåâàÿ Q = 8 êÍ.
Ïåðåìåùåíèÿ îïðåäåëèòü ìåòîäîì íà÷àëüíûõ ïàðàìåòðîâ.

Ðèñ. 70

Ð å ø å í è å.  1.Ïðèíèìàåì ðàñ÷åòíóþ ñõåìó âàëà (Ðèñ. 71). Îíà áóäåò

ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé áàëêó íà äâóõ îïîðàõ ñ ïðèëîæåííûìè íà êîíöå êîíñîëè

ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëîé R è ìîìåíòîì Ì = Q – r = 8 – 0,03 = 0,24 êÍì.

Ðèñ. 71

2. Îïðåäåëÿåì âåëè÷èíó îïîðíûõ ðåàêöèé:
3. Ïðèíèìàåì íà÷àëî êîîðäèíàò íà ëåâîì êîíöå áàëêè, ïðîâîäèì

ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ (Ðèñ. 72) è çàïèñûâàåì óðàâíåíèÿ ïðîãèáîâ äëÿ êàæäîãî
èç íèõ [ñì. ôîðìóëó (6)].



Ðèñ. 72

EIy1=EIy0+EIq0x1+MX1
2/2–Rx1

3/6; EIyA(ïðè x1=0)=EIy0+EIq0×0,035+0,0000041= 0;
EIyB = EIy0 + EIq0x1 + MX2

2/2 – Rx2
3/6 – VA(x2 – 1)3-/6.

Âèäíî, ÷òî ïðè x2=a+b, yB=0, òîãäà EIyB(ïðè x2=a+b)=EIy0+0,155EIq0–0,0026= 0.
Èìååì äâà óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè:

EIy0 + EIq0×0,035 + 0,0000041 = 0; (à)
EIy0 + EIq0×0,155 – 0,0026 = 0. (á)

Âû÷èòàÿ èç óðàâíåíèÿ (à) óðàâíåíèå (á), ïîëó÷èì:
–EIq00,12 + 0,00267 = 0, òîãäà EIq0 = 0,022 êÍì2.

Ïîäñòàâèì çíà÷åíèå EIq0 = 0,022 êÍì2 â óðàâíåíèå (á):
EIy0 + EIq0×0,155 – 0,0026 = 0; EIy0 = – 0,00078 êÍì3.

4. Îïðåäåëÿåì ïåðåìåùåíèÿ ïðè ìîäóëå Þíãà ñòàëè Å = 2×108 êÏà  è
îñåâîì ìîìåíòå èíåðöèè îòíîñèòåëüíî íåéòðàëüíîé îñè I =pd4/32 = 24,07
ñì4 =
= 61,33×10–8 ì4.

q0 = 0,022/(2×108×61,33×10–8) = 0,00018 ðàä = 0,010400;
y0 = – 0,00078/(2×108×61,33×10–8) = – 0,0000064 ì = 0,0064 ì.


