
САНКТ�ПЕТЕРБУРГ • МОСКВА • КРАСНОДАР
2016

СБОРНИК ЗАДАЧ
ПО КУРСУ

МАТЕМАТИЧЕСКОГО
АНАЛИЗА

У Ч Е Б Н О Е  П О С О Б И Е

Г. Н. БЕРМАН



ББК 22.161я73
Б 50

Берман Г. Н.
Б 50 Сборник задач по курсу математического анализа:

Учебное пособие. — СПб.: Издательство «Лань»,
2016. — 492 с.: ил. — (Учебники для вузов. Специаль�
ная литература).

ISBN 978�5�8114�0657�9

Настоящий сборник содержит систематически подобранные за�
дачи и упражнения к основным разделам курса математического ана�
лиза.

Учебное пособие предназначено для студентов, изучающих мате�
матический анализ в объеме программы для высших технических
учебных заведений.

ББК 22.161я73

© Издательство «Лань», 2016
© Издательство «Лань»,

художественное оформление, 2016

















ПРЕДИСЛОВИЕ К 22-му ИЗДАНИЮ

Настоящий сборник задач предлагается студентам, изучаю-
щим математический анализ в объеме программы для высших
учебных заведений. «Сборник» содержит систематически по-
добранные задачи и упражнения к основным разделам курса
математического анализа.
Теоретические справки о необходимых формулах в задач-

нике не помещены; имеется в виду, что читатель найдет их
в соответствующих разделах учебника. Большинство парагра-
фов для удобства подразделено на части, причем группам за-
дач с однородным содержанием предшествует общее указа-
ние. Перед задачами физического содержания даются нуж-
ные справки по физике. Для более трудных задач указания
к решению даны в разделе «Ответы»; такие задачи отмечены
звездочкой.
Первое издание сборника вышло в 1947 г. За прошедшие

годы ряд разделов математического анализа, изучавшихся ра-
нее в вузах, были включены в программу средней школы. За-
дачи, относящиеся к таким разделам, редакторы двадцать вто-
рого издания сочли возможным исключить. Нумерация задач,
однако, для удобства использования осталась такой же, как и
в семнадцатом издании (1977 г.).

Глава 1

ФУНКЦИЯ

§ 1.1. ПЕРВОНАЧАЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ О ФУНКЦИИ

1.1.1. Функции и способы их задания

Пусть X ⊂ R. Если каждому x ∈ X соответствует един-
ственное число y ∈ R, мы говорим, что задана функция на
множестве X и пишем y = f(x). Множество точек на плос-
кости с координатами (x, f(x)) называется графиком функ-
ции f(x).

1. Сумма внутренних углов плоского выпуклого много-
угольника является функцией числа его сторон. Задать ана-
литически эту функцию. Какие значения может принимать
аргумент?
4. Функция задана графиком, y
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Рис. 1.1

изображенным на рис. 1.1. По гра-
фику ответить на следующие во-
просы:
1) При каких значениях неза-

висимой переменной функ-
ция обращается в нуль?

2) При каких значениях неза-
висимой переменной функ-
ция положительна?

3) При каких значениях независимой переменной функ-
ция отрицательна?

6. Записать функцию, выражающую зависимость радиуса
r цилиндра от его высоты h при данном объеме V = 1. Вы-
числить значения r при следующих значениях h: 0,5; 1; 1,5; 2;
2,5; 3; 3,5; 4; 4,5; 5. Построить график функции.
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7. Выразить площадь равнобочной трапеции с основани-
ями a и b как функцию угла α при основании a. Построить
график функции при a = 2, b = 1.

8. Выразить зависимость длины b одного катета прямо-
угольного треугольника от длины a другого при постоянной
гипотенузе c = 5. Построить график этой функции.

9. Даны функции: 1) f(x) = x−2
x+1 ; 2) ϕ(x) = |x−2|

x+1 . Найти:
f(0); f(1); f(2); f(−2); f

(− 1
2

)
; f(

√
2);
∣∣f ( 12)∣∣; ϕ(0); ϕ(1);

ϕ(2); ϕ(−2); ϕ(4). Существует ли f(−1); ϕ(−1)?
10. Дана функция: f(u) = u3 − 1. Найти: f(1); f(a);

f(a+ 1); f(a− 1); 2f(2a).
11. Даны функции: F (z) = 2z−2 и ϕ(z) = 2|z|−2.
Найти: F (0); F (2); F (3); F (−1); F (2,5); F (−1,5) и ϕ(0);

ϕ(2); ϕ(−1); ϕ(x); ϕ(−1) + F (1).
12. Дана функция: ψ(t) = tat.
Найти: ψ(0); ψ(1); ψ(−1); ψ

(
1
a

)
; ψ(a); ψ(−a).

13. ϕ(t) = t3 + 1. Найти ϕ(t2) и [ϕ(t)]2.
14. F (x) = x4 − 2x2 + 5. Доказать, что F (a) = F (−a).
15. Φ(z) = z3 − 5z. Доказать, что Φ(−z) = −Φ(z).
16. f(t) = 2t2 + 2

t2 + 5
t + 5t. Доказать, что f(t) = f

(
1
t

)
.

17.
◦
f(x) = sinx− cosx. Доказать, что f(1) > 0.

18. ψ(x) = lg x. Доказать, что ψ(x)+ψ(x+1) = ψ[x(x+1)].
19. F (z) = az.
1) Доказать, что при любом z справедливо соотношение

F (−z)F (z) − 1 = 0.
2) Доказать, что F (x)F (y) = F (x+ y).

20. Даны график функ-

x

y

ba0

Рис. 1.2

ции y = f(x) и значения a и
b независимой переменной x
(рис. 1.2). Построить на чер-
теже f(a) и f(b). Каков
геометрический смысл отно-
шения f(b)−f(a)

b−a ?
21. Показать, что если любая хорда графика функции y =

= f(x) лежит выше стягиваемой ею дуги, то для всех x1 �= x2

имеет место неравенство
f(x1) + f(x2)

2
> f

(
x1 + x2

2

)
.

Функция 13

22. Дано: f(x)=x2−2x+3. Найти все корни уравнения:
1) f(x) = f(0);
2) f(x) = f(−1).
23.

◦
Дано: f(x) = 2x3 − 5x2 − 23x. Найти все корни урав-

нения f(x) = f(−2).
25. Указать два корня уравнения f(x) = f

(
x+8
x−1

)
,

если известно, что функция f(x) определена на отрезке
[−5, 5]. Найти все корни данного уравнения для случая, ко-
гда f(x) = x2 − 12x+ 3.

26. F (x) = x2 + 6; ϕ(x) = 5x. Найти все корни уравнения
F (x) = |ϕ(x)|.

27.
◦
f(x) = x+ 1; ϕ(x) = x− 2. Решить уравнение

|f(x) + ϕ(x)| = |f(x)| + |ϕ(x)|.
28. Найти значения a и b в выражении функции f(x) =

= ax2 + bx+5, для которых справедливо тождество f(x+1)−
− f(x) ≡ 8x+ 3.

29.
◦
Пусть f(x) = acos(bx+c). При каких значениях по-

стоянных a, b и c выполняется тождество f(x+1)−f(x)≡sinx.

1.1.2. Сложные и неявно заданные функции

Если u = f(x), y = g(u), то функция y = g(f(x)) называ-
ется сложной функцией или суперпозицией функций f и g.

33. Дано: y = sinx; ν = lg y; u =
√

1 + ν2. Выразить u как
функцию x.

34. Дано: y = 1 + x; z = cos y; v =
√

1 − z2. Выразить v
как функцию x.

35. Следующие сложные функции представить с помо-
щью цепочек, составленных из основных элементарных функ-
ций:
1) y = sin3 x;
2) y = 3

√
(1 + x)2;

3) y = lg tg x;

4) y = sin3(2x+ 1);
5)

◦
y = 5(3x+1)2 .

36. f(x) = x3 − x; ϕ(x) = sin 2x. Найти:
1) f

[
ϕ
(
π
12

)]
;

2) ϕ[f(1)];
3) ϕ[f(2)];
4) f [ϕ(x)];

5) f [f(x)];
6) f{f [f(1)]};
7) ϕ[ϕ(x)].
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37.
◦
Доказать справедливостьy

xx0
N

B
A

DC
N ′

y =
f(x)

F
(x

)
ϕ(x)

Рис. 1.3

следующего способа построения
графика сложной функции y =
= f [ϕ(x)] = F (x) по известным
графикам составляющих функ-
ций: y = f(x), y = ϕ(x). Из
точки A графика функции ϕ(x)
(рис. 1.3), соответствующей дан-
ному значению независимой пе-
ременной x, проводится прямая,

параллельная оси Ox, до пересечения в точке B с биссек-
трисой первого и третьего координатных углов; из точки B
проводится прямая, параллельная оси Oy, до пересечения с
графиком функции f(x) в точке C. Если из точки C провести
прямую, параллельную оси Ox, то точка D ее пересечения
с прямой NN ′ будет точкой графика функции F (x), соответ-
ствующей взятому значению x.

38. Написать в явном виде функцию y, не явно заданную
следующим уравнением:
1) x2 + y2 = 1;
2) x2

a2 − y2

b2 = 1;
3) x3 + y3 = a3;
4) xy = C;

5) 2xy = 5;
6) lg x+ lg(y + 1) = 4;
7) 2x+y(x2 − 2) = x3 + 7;
8) (1 + x) cos y − x2 = 0.

∗39. Показать, что при x > 0 уравнение y+ |y|−x−|x| = 0
определяет функцию, графиком которой является биссектриса
первого координатного угла, а при x � 0 данному уравнению
удовлетворяют координаты всех точек третьего координатного
угла (включая и его граничные точки).

§ 1.2. ПРОСТЕЙШИЕ СВОЙСТВА ФУНКЦИЙ

1.2.1. Область определения функции

Если функция задана формулой, наибольшее множество,
для всех элементов которого эта формула имеет смысл, назы-
вается (естественной) областью определения данной функ-
ции. Область определения функции f обозначается Df . Мно-
жество значений функции обозначается Ef .

Функция 15

40. Составить таблицу значений функции целочисленного
аргумента y = 1

x! для 1 � x � 6.
41. Значение функции целочисленного аргумента u = ϕ(n)

равно количеству простых чисел, не превосходящих n. Соста-
вить таблицу значений u для 1 � n � 20.

42. Значение функции целочисленного аргумента u = f(n)
равно количеству целых делителей аргумента, отличных от 1
и самого n. Составить таблицу значений u для 1 � n � 20.

43. Из трех материальных отрезков, длины которых рав-
ны 1; 2; 1 единицам длины, а массы соответственно равны 2;
3; 1 единицам массы, составлен брус (рис. 1.4). Масса пере-
менного отрезка AM длины x есть функция от x. При каких
значениях x определена эта функция? Составить ее аналити-
ческое выражение и построить график.

x

A
M

1 2 1

︸ ︷︷ ︸
2 г

︸ ︷︷ ︸
3 г

︸ ︷︷ ︸
1 г

Рис. 1.4

44.
◦
Башня имеет следующую форму: на прямой круглый

усеченный конус с радиусами оснований 2R (нижнего) и R
(верхнего) и высотой R поставлен цилиндр радиуса R и высо-
ты 2R; на цилиндре — полусфера радиуса R. Выразить пло-
щадь S поперечного сечения башни как функцию расстояния
x сечения от нижнего основания конуса. Построить график
функции S = f(x).

45. В шар радиуса R вписывается цилиндр. Найти функ-
циональную зависимость объема V цилиндра от его высоты x.
Указать область определения этой функции.

46. В шар радиуса R вписывается прямой конус. Найти
функциональную зависимость площади боковой поверхности
S конуса от его образующей x. Указать область определения
этой функции.

В задачах 47–48 найти области определения данных
функций:



14 Глава 1

37.
◦
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xx0
N

B
A

DC
N ′

y =
f(x)

F
(x

)

ϕ(x)

Рис. 1.3
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Функция 15
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47.
1) y = 1 − lg x;
2) y = lg(x+ 3);
3) y =

√
5 − 2x;

4) y =
√−px (p > 0);

5) y = 1
x2−1 ;

6) y = 1
x2+1 ;

7) y = 1
x3−x ;

8) y = 2x
x2−3x+2 ;

9) y = 1 −√
1 − x2;

10) y = 1√
x2−4x

;

11) y =
√
x2 − 4x+ 3;

12) y = x√
x2−3x+2

;

13) y = arcsin x
4 ;

14) y = arcsin (x− 2);
15) y = arccos (1 − 2x);
16) y = arccos 1−2x

4 ;
17) y = arcsin

√
2x;

18) y =
√

1 − |x|;
19)

◦
y = 1√

|x|−x ;

20) y = 1√
x−|x| ;

21) y =
√

lg
(

5x−x2

4

)
;

22) y = lg sinx;
23) y = arccos 2

2+sin x ;
24) y = logx 2.

48.

1) y = 1
lg(1−x) +

√
x+ 2;

2) y =
√

3 − x+ arcsin 3−2x
5 ;

3) y = arcsin x−3
2 − lg(4 − x);

4) y =
√
x+ 3

√
1

x−2 − lg(2x− 3);

5) y =
√
x− 1 + 2

√
1 − x+

√
x2 + 1;

6) y = 3
4−x2 + lg(x3 − x);

7) y = lg sin(x− 3) +
√

16 − x2;
8)

◦
y =

√
sinx+

√
16 − x2;

9) y = 1√
sin x

+ 3
√

sinx;
10) y = lg x−5

x2−10x+24 − 3
√
x+ 5;

11) y =
√

x−2
x+2 +

√
1−x√
1+x

;

12) y =
√
x2 − 3x+ 2 + 1√

3+2x−x2 ;

13) y = (x2 + x+ 1)−
3
2 ;

14) y = lg(
√
x− 4 +

√
6 − x);

15) y = lg[1 − lg(x2 − 5x+ 16)].
49. Тождественны ли функции:
1) f(x) = x

x2 и ϕ(x) = 1
x ;

2) f(x) = x2

x и ϕ(x) = x;
3) f(x) = x и ϕ(x) =

√
x2;

4) f(x) = lg x2 и ϕ(x) = 2 lg x?

Функция 17

50. Придумать пример аналитически заданной функции:
1) определенной только в интервале −2 � x � 2;
2) определенной только в интервале−x < x < 2 и неопре-

деленной при x = 0;
3) определенной для всех действительных значений x, за

исключением x = 2, x = 3, x = 4.
51. Найти области определения однозначных ветвей функ-

ции y = ϕ(x), заданной уравнением:
1) y2 − 1 + log2(x− 1) = 0; 2)

◦
y4 − 2xy2 + x2 − x = 0.

1.2.2. Элементы поведения функции

Функция y = f(x), определенная на симметричном отно-
сительно 0 множестве X , называется четной, если для любо-
го x ∈ X f(−x) = f(x), нечетной, если для любого x ∈ X
f(−x) = −f(x). Функция y = f(x) называется периодиче-
ской, если cуществует такое T > 0, что для любого x ∈ Df

x±T ∈Df и f(x+T )=f(X). Число T называется периодом f .
52. f(x) = x2

1+x2 ; указать область определения функции
f(x) и убедиться, что эта функция неотрицательна.

53. Найти интервалы знакопостоянства и корни функции:
1) y = 3x− 6;
2) y = x2 − 5x+ 6;
3) y = 2x−1;

4) y = x3 − 3x2 + 2x;
5) y = |x|.

54. Какие из указанных ниже функций четны, какие нечет-
ны, какие не являются ни четными, ни нечетными:
1) y = x4 − 2x2;
2) y = x− x2;
3) y = cosx;
4) y = 2x;
5) y = x− x3

6 + x5

120 ;
6) y = sinx;
7) y = sinx− cosx;
8) y = 1 − x2;
9) y = tg x;

10) y = 2−x
2
;

11) y = ax+a−x

2 ;

12) y = ax−a−x

2 ;
13) y = x

ax−1 ;

14) y = ax+1
ax−1 ;

15)
◦
y = x · ax−1

ax+1 ;

16) y = 2x−x
4
;

17) y = ln 1−x
1+x ?

55. Каждую из следующих функций представить в виде
суммы четной и нечетной функций:
1) y = x2 + 3x+ 2;
2) y = 1 − x3 − x4 − 2x5;

3) y= sin 2x+cos x2 +tgx.
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56. Доказать, что f(x)+f(−x)— четная функция, а f(x)−
− f(−x) — нечетная функция.

57. Представить в виде суммы четной и нечетной функций
следующие функции:
1) y = ax;
2) y = (1 + x)100 (см. задачу 56).
58. Доказать, что произведение двух четных функций есть

четная функция, произведение двух нечетных функций — чет-
ная функция, произведение четной и нечетной функции —
нечетная функция.

59. Какие из нижеследующих функций будут периодиче-
скими:
1) y = sin2 x;
2) y = sinx2;
3) y = x · cosx;
4) y = sin 1

x ;

5) y = 1 + tg x;
6) y = 5;
7) y = [x];
8) y = x− [x]?

(Функция [x] определяется так: если x — целое число,
то [x] − x. Если x не есть целое число, то [x] равно наи-
большему целому числу, меньшему x. Так, [2] − 2; [3,25] = 3;
[−1,37] = −2.)

60. Построить график такой периодической функции с пе-
риодом T = 1, которая на полуинтервале [0, 1) задана
формулой:
1) y = x;
2) y = x2.

61. Указать интервалы возрастания и убывания и интер-
валы постоянства функций:
1) y = |x|;
2) y = |x| − x.

62. Указать наибольшее и наименьшее значения функций:
1) y = sin2 x;
2) y = cosx3;

3) y = 1 − sinx;
4) y = 2x

2
.

64. Как, зная график функции y = f(x), построить гра-
фик функции:
1) y = |f(x)|;
2)

◦
y = 1

2 [|f(x)| + f(x)];
3) y = 1

2 [|f(x)| − f(x)].

Функция 19

§ 1.3. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФУНКЦИИ.
ОБРАТНАЯ ФУНКЦИЯ

Если для любых x1, x2 ∈ Df x1 �= x2 ⇒ f(x1) �= f(x2),
функция называется обратимой. В этом случае можно опре-
делить обратную функцию f−1 на множестве Ef , эта функ-
ция сопоставляет y ∈ Ef единственный x ∈ Df : y = f(x).
Для нахождения обратной функции нужно решить уравнение
y = f(x) относительно x, убедиться в единственности реше-
ния, а затем переобозначить переменные.

65. Дано, что при напряжении E = 2,4 В сила тока
I = 0,8 А. Выразить аналитически, используя закон Ома, за-
висимость между силой тока и напряжением; построить гра-
фик найденной функции.

66. В сосуд произвольной формы налита жидкость. На
глубине h = 25,3 см давление этой жидкости p = 1,84 ·103 Па.
1) Составить функцию, выражающую зависимость дав-

ления от глубины.
2) Определить давление на глубине h = 14,5 см.
3) На какой глубине давление станет равным 2,65·103 Па?

67. Тело движется прямолинейно под действием силы F .
Исходя из закона Ньютона, написать функцию, выражающую
зависимость между силой F и ускорением w, если известно,
что если тело движется с ускорением 12 м/c2, то на пути s =
= 15 м производится работа A = 32 Дж.

68. Определить линейную функцию y = ax+ b по следу-
ющим данным:

1)
x y
0 4
3 6

2)
x y
2 4,3

–1,6 0
3)

x y
2,5 7,2
3,2 6,8

69. Некоторое количество газа занимало при 20◦C объем
107 см3, при 40◦C объем стал равным 114 см3.
1) Составить, исходя из закона Гей-Люссака, функцию,

выражающую зависимость объема V газа от темпера-
туры t.

2) Каков будет объем при 0◦C?
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x ;
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2
.

64. Как, зная график функции y = f(x), построить гра-
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1) y = |f(x)|;
2)

◦
y = 1

2 [|f(x)| + f(x)];
3) y = 1

2 [|f(x)| − f(x)].

Функция 19

§ 1.3. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФУНКЦИИ.
ОБРАТНАЯ ФУНКЦИЯ
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66. В сосуд произвольной формы налита жидкость. На
глубине h = 25,3 см давление этой жидкости p = 1,84 ·103 Па.
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ления от глубины.
2) Определить давление на глубине h = 14,5 см.
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1)
x y
0 4
3 6

2)
x y
2 4,3

–1,6 0
3)

x y
2,5 7,2
3,2 6,8

69. Некоторое количество газа занимало при 20◦C объем
107 см3, при 40◦C объем стал равным 114 см3.
1) Составить, исходя из закона Гей-Люссака, функцию,

выражающую зависимость объема V газа от темпера-
туры t.

2) Каков будет объем при 0◦C?
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70. Равномерно движущаяся по прямой точка через 12 с
после начала движения находилась на расстоянии +32,7 см от
некоторой точки этой прямой; через 20 с после начала движе-
ния расстояние стало равным +43,4 см. Выразить расстояние
s как функцию времени t.

71. Напряжение в некоторой цепи падает равномерно (по
линейному закону). В начале опыта напряжение было равно
12 В, а по окончании опыта, длившегося 8 с, напряжение упа-
ло до 6,4 В. Выразить напряжение V как функцию времени t
и построить график этой функции.

72. Найти приращение линейной функции y = 2x− 7 при
переходе независимой переменной x от значения x1 = 3 к
значению x2 = 6.

73. Найти приращение линейной функции y = −3+ 1, со-
ответствующее приращению независимой переменной Δx = 2.

74. Функция y = 2,5x+ 4 получила приращение Δy = 10.
Найти приращение аргумента.

75.
◦
Даны функция y = x−a

a2−b2 и начальное значение неза-
висимой переменной x1 = a−b. При каком конечном значении
x2 независимой переменной x приращение Δy = 1

a−b ?
76. Функция ϕ(x) задана так: ϕ(x) = x

2 + 2 при −∞ <
< x � 2; ϕ(x) = 5−x при 2 � x < +∞. Найти корни уравнения
ϕ(x) = 2x− 4 аналитически и графически.

77. Построить график функции:
1) y = |x+ 1| + |x− 1|;
2) y = |x+ 1| − |x− 1|;
3) y = |x− 3| − 2|x+ 1| + 2|x| − x+ 1.
∗78. Для каких значений x справедливо неравенство

|f(x) + ϕ(x)| < |f(x)| + |ϕ(x)|,
если f(x) = x− 3, а ϕ(x) = 4 − x.

79. Для каких значений x справедливо неравенство |f(x)−
− ϕ(x)| > |f(x)| − |ϕ(x)|, если f(x) = x, а ϕ(x) = x− 2.

80. Функция f(x) определена так: в каждом из интерва-
лов n � x < n+ 1, где n — целое положительное число, f(x)
меняется линейно, причем f(n) = −1, f

(
n+ 1

2

)
= 0. Постро-

ить график этой функции.

Функция 21

81. Построить график и указать интервалы возрастания и
убывания данной функции:
1) y = 1

2x
2;

2) y = x2 − 1;
3) y = |x2 − 1|;
4) y = 1 − x2;
5) y = x2 − x+ 4;
6) y = x− x2;

7) y = |x− x2|;
8) y = 2x2 + 3;
9) y = 2x2 − 6x+ 4;
10) y = −3x2 + 6x− 1;
11) y = | − 3x2 + 6x− 1|;
12) y = −x|x|.

82.
◦
Написать аналитическое выражение однозначной функ-

ции, определенной на полуинтервале (−∞, 6], если известно,
что график ее состоит из точек оси Ox с абсциссами, меньши-
ми числа −3, из точек параболы, симметричной относительно
оси Oy и проходящей через точки A(−3, 0), B(0, 5), и из точек
отрезка CD с концами C(3, 0) и D(6, 2).

83. Найти наибольшее значение функции:
1) y = 2x2 + x− 1;
2) y = −x2 − 3x+ 2;
3) y = 5 − x2;

4) y = −2x2 + ax− a2;
5) y = a2x− b2x2.

84. Найти наименьшее значение функции:
1) y = x2 + 4x− 2;
2) y = 2x2 − 1,5x+ 0,6;
3) y = 1 − 3x+ 6x2;

4) y = a2x2 + a4;
5) y = (ax+ b)(ax− 2b).

85. Представить число a в виде суммы двух слагаемых
так, чтобы произведение их было наибольшим.

86. Представить число a в виде суммы двух чисел так,
чтобы сумма квадратов этих чисел была наименьшей.

87. Около каменной стенки нужно сделать деревянный
забор, чтобы огородить прямоугольный участок земли. Общая
длина забора равна 8 м. Какова должна быть длина части
забора, параллельной стенке, для того, чтобы забор охватил
наибольшую площадь?

88. В треугольнике сумма сторон, заключающих данный
угол, равна 100 см. Чему должны быть равны эти стороны,
чтобы площадь треугольника была наибольшей?

89. Какой из цилиндров с данным периметром осевого
сечения P = 100 см. Чему должны быть равны эти стороны,
чтобы площадь треугольника была наибольшей?
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90. Какой из конусов, периметр осевого сечения которых
равен P , имеет наибольшую боковую поверхность?

91.
◦
Тело представляет собой прямой круговой цилиндр,

на который поставлен конус (с тем же основанием). Угол при
вершине конуса 60◦. Периметр осевого сечения тела 100 см.
Каков должен быть радиус цилиндра, для того чтобы боковая
поверхность тела была наибольшей?

93. В данный прямой конус вписан цилиндр так, что плос-
кости и центры круговых оснований цилиндра и конуса совпа-
дают. При каком отношении радиусов оснований цилиндра и
конуса цилиндр будет иметь наибольшую боковую поверхность?

94. Дан прямой круговой конус, радиус основания кото-
рого равен R, а высота H . В конус вписан цилиндр так, что
плоскости и центры круговых оснований цилиндра и конуса
совпадают. Каким должен быть радиус цилиндра для того,
чтобы полная поверхность цилиндра имела наибольшую ве-
личину? Рассмотреть случаи H > 2R и H � 2R.

95.
◦
Каков должен быть радиус круга для того чтобы сек-

тор, периметр которого равен данному числу P , имел наиболь-
шую площадь?

96. Окно имеет форму прямоугольника, который сверху
заканчивается правильным треугольником. Периметр окна P .
Каково должно быть основание a прямоугольника для того,
чтобы окно имело наибольшую площадь?

97. Окно имеет форму прямоугольника, который сверху
заканчивается полукругом. Каково должно быть основание
прямоугольника для того, чтобы при периметре, равном 2 м,
окно имело наибольшую площадь?

99. Из проволоки длиной 120 см нужно сделать модель
прямоугольного параллелепипеда с квадратным основанием.
Какова должна быть сторона основания для того, чтобы пол-
ная поверхность параллелепипеда была наибольшей?

100. Кусок проволоки длиной a нужно разрезать на две
части; из одной сделать квадрат, из другой — правильный тре-
угольник. Как нужно разрезать проволоку, чтобы сумма пло-
щадей полученных таким образом фигур была наименьшей?

101. Найти на прямой y = x точку, сумма квадратов рас-
стояний которой от точек (−a, 0), (a, 0) и (0, b) была бы наи-
меньшей.

Функция 23

102.
◦
Найти на прямой y = x + 2 точку, сумма квадратов

расстояний которой до прямых 3x−4y+8 = 0 и 3x−y−1 = 0
была бы наименьшей.

104. Построить параболу y = x2 и использовать ее для
графического решения следующих уравнений:
1) x2 − x− 2,25 − 0;
2) 2x2 − 3x− 5 = 0;
3) 3,1x2 − 14x+ 5,8 = 0;

4) 4x2 − 12x+ 9 = 0;
5) 3x2 − 8x+ 7 = 0.

105. Функция ϕ(x) задана так: ϕ(x) = 1
2x− 1

2 при −∞ <
< x � 11

3 ; ϕ(x) = 1+x при 11
3 � x < +∞. Найти аналитически

и графически все действительные корни уравнения [ϕ(x)]2 =
= 7x+ 25.

106. Указать область определения функции

y = lg(ax2 + bx+ c).

107.
◦
Найти f(x+1), если дано, что f(x−1) = 2x2−3x+1.

∗ 108. Показать, что функция f(x) = x2+2x+c
x2+4x+3c принимает

любое действительное значение, если 0 < c � 1.
109. Исходя из закона Бойля–Мариотта, найти функцию,

выражающую зависимость объема газа от давления при t =
= const, если известно, что при давлении 105 Па объем газа
равен 2,3 л. Построить график этой функции.

110. Переменная x обратно пропорциональна y, y обратно
пропорциональна z, z в свою очередь обратно пропорциональ-
на v. В какой зависимости находятся x и v?

111. Переменная x обратно пропорциональна y, y прямо
пропорциональна z, z прямо пропорциональна u, u обратно
пропорциональна v. В какой зависимости находятся x и v?

112.
◦
При электролизе количество выделяющегося на элек-

троде вещества пропорционально силе тока, сила тока про-
порциональна проводимости электролита, проводимость про-
порциональна концентрации электролита, концентрация при
данном количестве вещества обратно пропорциональна объе-
му растворителя. Как количество выделяющегося на электро-
де вещества зависит от объема растворителя?

113. Построить график дробно-линейной функции:
1) y = x−1

x−2 ;
2) y = 2x

3−x ;
3) y = 2x−5

3x−7,5 ;
4) y = x

1− 1
2x
;

5) y = 4−3x
3−2,25x .
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102.
◦
Найти на прямой y = x + 2 точку, сумма квадратов
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105. Функция ϕ(x) задана так: ϕ(x) = 1
2x− 1

2 при −∞ <
< x � 11

3 ; ϕ(x) = 1+x при 11
3 � x < +∞. Найти аналитически

и графически все действительные корни уравнения [ϕ(x)]2 =
= 7x+ 25.
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107.
◦
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∗ 108. Показать, что функция f(x) = x2+2x+c
x2+4x+3c принимает
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◦
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113. Построить график дробно-линейной функции:
1) y = x−1

x−2 ;
2) y = 2x

3−x ;
3) y = 2x−5

3x−7,5 ;
4) y = x

1− 1
2x
;

5) y = 4−3x
3−2,25x .
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114. Найти по графику наибольшее и наименьшее значе-
ния дробно-линейной функции на данном отрезке:
1) y = 4

x [1, 5];
2) y = x

2x−5 [−1, 2];
3) y = 1−x

1+x [0, 4].
116. С помощью графического сложения построить график

функции y = x2+1
x .

117. Найти функцию, обратную данной:
1) y = x;
2) y = 2x;
3) y = 1 − 3x;

4) y = x2 + 1;
5) y = 1

x ;

6) y = 1
1−x ;

7) y = x2 − 2x;
8) y = 3

√
x2 + 1;

9) y = 10x+1;
10) y = 1 + lg(x+ 2);
11) y = logx 2;

12) y = 2x

1+2x ;

13)
◦
y = 10x−10−x

10x+10−x + 1;

14) y = 2 sin 3x;
15) y = 1 + 2 sin x−1

x+1 ;

16) y = 4 arcsin
√

1 − x2.

118. Доказать, что функция, обратная к дробно-линейной
функции y = ax+b

cx+d (считаем, что ad − bc �= 0), также дробно-
линейная.

119. При каком условии дробно-линейная функция зада-
чи 118 совпадает со своей обратной?

120. Показать, что если f(x)= n
√
a−xn, x>0, то f [f(x)]=x.

Найти функцию, обратную f(x).
121. Какова особенность графика функции, тождествен-

ной со своей обратной?
122.

◦
Функция y от x задана уравнением y2 − 1 +

+ log2(x−1) = 0. Найти область определения данной функции
и записать функцию, обратную данной.

123. Функция y от x задана уравнением y2 + sin3 x −
−y + 2 = 0. Найти функцию, обратную данной.

124. Построить график функции:
1) y = 1

3x
3;

2) y = − 1
2x

3;
3) y = x3 + 3x2;
4) y = x3 − x+ 1;
5) y = −x3 + 2x− 2;

6) y = 2x
3
2 ;

7) y = 1
2x

5
4 ;

8) y = x0,3;
9) y = x2,1;
10) y = x0,62;
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11) y = 1
2x

−0,2;
12) y = 5x−2,5;

13) y = 1 −√|x|.

125. Графически найти приближенные значения действи-
тельных корней уравнения x+ 3 = 4 3

√
x2.

∗ 126. Начертить кубическую параболу y = x3 и использо-
вать ее для графического решения уравнения:
1) x3 + x− 4 = 0;
2) x3 − 6x2 + 9x− 4 = 0;

3) x3 − 3x2 − x+ 3 = 0;
4) x3 + 3x2 + 6x+ 4 = 0.

127. По данному условию составить уравнение и решить
его графически.
1) Квадрат какого числа равен самому числу, сложенно-

му с его обратной величиной?
2)

◦
Деревянный шар с радиусом, равным 10 см, и плотно-
стью, равной 0,8 г/см2, плавает на поверхности воды.
Найти высоту сегмента, погруженного в воду.

3) Общая масса деревянного куба и пирамиды с квад-
ратным основанием равна 0,8 кг. Ребро куба равно
стороне основания пирамиды, высота пирамиды 45 см.
Найти ребро куба. Плотность дерева 0,8 г/см2.

128. Дана функция y = xn, x > 0. При каких значениях
x эта функция имеет значения, бо́льшие значений обратной
функции, и при каких — меньшие?

129. Построить график функции:
1) y = −2x;
2) y = 2x+3;
3) y = 1

3 · 3x;

4) y = 1 − 3x−3;
5) y =

(
1
2

)|x|
;

6) y = 2−x
2
.

130. Используя график функции y = 2x, построить без
дальнейших вычислений график функции:
1) y = 2x−1;
2) y = 1

12 · 2 x
2 ;

3) y = 1
3 · 2 x−1

2 + 1.

131.
◦
Показать, что графиком функции y = k · ax (k > 0)

является та же линия, что и для функции y = ax, только
сдвинутая параллельно оси абсцисс.

132. С помощью графического сложения построить гра-
фик функции:
1) y = x2 + 2x;
2) y = x2 − 2x.
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133. Графически решить уравнение 2x − 2x = 0.
134. Построить фигуру, ограниченную линиями y = 2x,

y = 1+x
x и x = 3. По графику найти приближенно координаты

точек пересечения данных линий.
135. Найти наибольшее возможное значение n, при кото-

ром 2x > xn для всех x � 100 (n — целое).
136. Доказать, что y = shx и y = thx — нечетные функ-

ции, а y = chx — четная функция. Являются ли эти функции
периодическими?

137. Доказать справедливость следующих равенств:
1)

◦
ch2 x− sh2 x = 1;

2) ch2 + sh2 x = ch 2x;
3) 2 shx chx = sh 2x;
4) sh(α± β) = shα chβ ± shβ chα;
5) ch(α± β) = chα chβ ± shα shβ;
6) 1 − th2 x = 1

ch2 x
;

7) 1 − cth2 x = − 1
sh2 x

.

138. Построить график функции:
1) y = − log2 x;
2) y = lg 10

x ;
3) y = | lg x|;
4) y = log2 |x|;

5) y = 1 + lg(x+ 2);
6) y = log2 |1 − x|;
7) y = aloga x;
8) y = logx 2.

139. Используя график функции y = lg x, построить гра-
фик функции:
1) y = 1

2 lg(x+ 1); 2) y = 2 lg
(
x+1
2

)
.

140. Дана функция y = x+ lg 1
x . С помощью графическо-

го сложения построить график данной функции и по графи-
ку найти наименьшее значение этой функции в полуинтерва-
ле (0, 2].

141.
◦
Показать, что график функции y = loga

(
x+

√
x2 + 1

)
симметричен относительно начала координат. Найти обратную
функцию.

142. Доказать, что ордината графика функции y = loga x
равна соответствующей ординате графика функции y=loganx,
умноженной на n.

143. Указать амплитуду и период гармоники:
1) y = 2 sin(3x+ 5);
2) y = − cos x−1

2 ;
3) y = 1

3 sin 2π
(
ω − 1

6

)
;

4) y = sin 2t+3
6π .

Функция 27

144. Построить график функции:
1) y = − sinx;
2) y = 1 − sinx;
3) y = 1 − cosx;
4) y = sin 2x;
5) y = sin x

2 ;
6) y = −2 sin x

3 ;
7) y = cos 2x;
8) y = 2 sin

(
x− π

3

)
;

9) y = 2 sin
(
3x+ 3π

4

)
;

10) y = 1
2 sin(2πx− 1,2);

11) y = 2 + 2 sin
(
πx
2 + π

6

)
;

12) y = 2 cos x−π3 ;
13) y = | sinx|;
14) y = | cosx|;
15) y = | tg x|;
16) y = | ctg x|;
17) y = secx;
18) y = cosecx;

19) y =

⎧⎪⎨
⎪⎩

cosx для − π � x � 0
1 для 0 < x < 1,
1
x для 1 � x � 2

.

146. Стороны треугольника равны 1 см и 2 см. Построить
график площади треугольника как функции угла x, заключен-
ного между данными сторонами. Найти область определения
этой функции и то значение аргумента x, при котором пло-
щадь треугольника будет наибольшей.

147.
◦
Точка движется равномерно по окружности радиу-

са R с центром в начале координат против часовой стрелки
с линейной скоростью v см/с. В начальный момент времени
абсцисса этой точки была a. Составить уравнение гармониче-
ского колебания абсциссы точки.

148. Точка равномерно движется по окружности x2 +
+y2 = 1. В момент t0 ее ордината была y0, в момент t1 ор-
дината равнялась y1. Найти зависимость ординаты точки от
времени, период и начальную фазу колебания.

150. С помощью графического сложения построить гра-
фик функции:
1) y = sinx+ cosx;
2) y = sin 2πx+ sin 3πx;
3) y = 2 sin x

2 + 3 sin x
3 ;

4) y = x+ sinx;
5) y = x− sinx;
6) y = −2x + cosx.

151. Графически решить уравнение:
1) x = 2 sinx;
2) x = tg x;
3) x− cosx = 0;

4) 4 sinx = 4 − x;
5) 2−x = cosx.
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15) y = | tg x|;
16) y = | ctg x|;
17) y = secx;
18) y = cosecx;

19) y =

⎧⎪⎨
⎪⎩

cosx для − π � x � 0
1 для 0 < x < 1,
1
x для 1 � x � 2

.

146. Стороны треугольника равны 1 см и 2 см. Построить
график площади треугольника как функции угла x, заключен-
ного между данными сторонами. Найти область определения
этой функции и то значение аргумента x, при котором пло-
щадь треугольника будет наибольшей.

147.
◦
Точка движется равномерно по окружности радиу-

са R с центром в начале координат против часовой стрелки
с линейной скоростью v см/с. В начальный момент времени
абсцисса этой точки была a. Составить уравнение гармониче-
ского колебания абсциссы точки.

148. Точка равномерно движется по окружности x2 +
+y2 = 1. В момент t0 ее ордината была y0, в момент t1 ор-
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150. С помощью графического сложения построить гра-
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1) y = sinx+ cosx;
2) y = sin 2πx+ sin 3πx;
3) y = 2 sin x

2 + 3 sin x
3 ;

4) y = x+ sinx;
5) y = x− sinx;
6) y = −2x + cosx.

151. Графически решить уравнение:
1) x = 2 sinx;
2) x = tg x;
3) x− cosx = 0;

4) 4 sinx = 4 − x;
5) 2−x = cosx.
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152. Найти период сложной гармоники:
1)

◦
y = 2 sin 3x+ 3 sin 2x;

2) y = sin t+ cos 2t;
3) y = sin πt

3 + sin πt
4 ;

4) y = sin
(
2πt+ π

3

)
+ 2 sin

(
3πt+ π

4

)
+ 3 sin 5πt.

153. Представить одной простой гармоникой:
1) y = sinx+ cosx;
2) y = sinx+ 2 sin

(
x+ π

6

)
.

∗ 155. Указать период функции и построить ее график:
1) y = | sinx| + | cosx|;
2) y = 1

2

(
| sin x|
cosx + sinx

| cosx|
)
.

156. Найти область определения и выяснить вид графика
функции:
1) y = lg sinx;
2) y =

√
lg sinx;

3) y =
√

lg 1
| sin x| .

157. Построить график функции
1) y = arcctg x;
2) y = 2 arcsin x

2 ;
3) y = 1 + arctg 2x;

4) y = π
2 − arccos 2x;

5) y = arcsin 1−x
x .

158. Круговой сектор с центральным углом α свертывает-
ся в конус. Найти зависимость угла ω при вершине конуса от
угла α и построить график.

159.
◦
Картина высотой a висит на стене наклонно, образуя

со стеной двугранный угол ϕ. Нижний край картины на b
выше уровня глаз наблюдателя, который стоит на расстоянии
l от стены. Найти зависимость между углом γ, под которым
наблюдатель видит картину, и углом ϕ.

161. Выяснить, для какого интервала изменения x спра-
ведливо тождество:
1) arcsinx+ arccosx = π

2 ;
2) arcsin

√
x+ arccos

√
x = π

2 ;
3)

◦
arccos

√
1 − x2 = arcsinx;

4) arccos
√

1 − x2 = − arcsinx;
5) arctg x = arcctg 1

x ;
6) arctg x = arcctg 1

x − π;
7) arccos 1−x2

1+x2 = 2 arctgx;
8) arccos 1−x2

1+x2 = −2 arctgx;

Функция 29

9) arctg x+ arctg 1 = arctg 1+x
1−x ;

10) arctg x+ arctg 1 = π + arctg 1+x
1−x .

162. Пользуясь тождествами задачи 161, найти область
определения и построить график функции?
1) y = arccos

√
1 − x2;

2) y = arcsin
√

1 − x+ arcsin
√
x;

3) y = arccos 1−x2

1+x2 ;
4) y = arctg x− arcctg 1

x .
∗ 163. Построить график функции y = arcsin(sinx). Дока-

зать, что эта функция периодична и найти ее период.
164. Построить график функции y = arccos(cosx).
165. Построить график функции y = arctg(tg x).
166. Построить график функции:
1) y = x− arctg(tg x);
2) y = x− arcsin(sinx);
3) y = x arcsin(sinx);
4) y = arccos(cos x) − arcsin(sinx).
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Глава 2

ПРЕДЕЛ. НЕПРЕРЫВНОСТЬ

§ 2.1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

2.1.1. Функции целочисленного аргумента

Функция целочисленного аргумента называется последо-
вательностью. Число A называется пределом последователь-
ности an ( lim

n→∞an = A) если для любого положительного чис-
ла ε найдется такой номер N , что при n > N |an −A| < ε.

176. Функция целочисленного аргумента принимает зна-
чения

u1 = 0,9; u2 = 0,99; u3 = 0,999; . . . ;
. . . ; un = 0,999 . . .9︸ ︷︷ ︸

n раз

; . . .

Чему равен lim
n→∞un? Каково должно быть n, для того что-

бы абсолютная величина разности между un и ее пределом
была не больше 0,0001?

177.
◦
Функция un принимает значения

u1 = 1; u2 =
1
4
; u3 =

1
9
; . . . ; un =

1
n2

; . . .

Найти lim
n→∞un. Каково должно быть n, для того чтобы раз-

ность между un и ее пределом была меньше заданного поло-
жительного числа ε?

178. Доказать, что un = n−1
n+1 стремится к 1 при неограни-

ченном возрастании n. Начиная с какого n абсолютная вели-
чина разности между un и 1 не превосходит 10−4?

179. Функция vn принимает значения

v1 =
cos π2

1
; v2 =

cosπ
2

; v3 =
cos 3π

2

3
; . . . ; vn =

cos nπ2
n

; . . .

Предел. Непрерывность 31

Найти lim
n→∞vn. Каково должно быть n, для того чтобы аб-

солютная величина разности между vn и ее пределом не пре-
восходила 0,001? Принимает ли vn значение своего предела?

180. Общий член un последовательности u1 = 1
2 , u2 = 5

4 ,
u3 = 7

8 , u4 = 17
16 , . . . имеет вид

2n−1
2n , если n — нечетное чис-

ло, и 2n+1
2n , если n — четное число. Найти lim

n→∞un. Каково
должно быть n, для того чтобы разность между un и ее пре-
делом по абсолютной величине не превосходила 10−4; данного
положительного числа ε?

181. Доказать, что последовательность un = 4n2+1
3n2+2 при

неограниченном возрастании n стремится к пределу, равному
4
3 монотонно возрастая. Начиная с какого n величина

4
3 − un

не превосходит данного положительного числа ε?
182. Доказать, что un =

√
n2+a2

n при неограниченном воз-
растании n имеет предел 1. Начиная с какого n величина
|1 − un| не превосходит данного положительного числа ε? Ка-
кой характер имеет предельное изменение переменной un?

183.
◦
Функция vn принимает значения биномиальных ко-

эффициентов: v1 = m, v2 = m(m−1)
1·2 , v3 = m(m−1)(m−2)

1·2·3 , . . . ,

vn = m(m−1)(m−2)...[m−(n−1)]
1·2·3...n , . . . , где m — целое положитель-

ное число. Найти lim
n→∞vn.

184. Доказать, что последовательность un = 1 + (−1)n не
имеет предела при неограниченном возрастании n.

185.
◦
Доказать, что при неограниченном возрастании n по-

следовательность un = 2n+(−2)n

2n не имеет предела, а последо-
вательность vn = 2n+(−2)n

3n имеет предел. Чему он равен?
186. Имеет ли предел последовательность:
1) un = n sin nπ

2 ;
2) un = sin nπ

2
lgn (n > 1)?

187. Доказать теорему: если последовательности u1, u2,
. . . , un, . . . и v1, v2, . . . , vn, . . . стремятся к общему пределу
a, то к тому же пределу стремится и последовательность u1,
v2, u2, v2, . . . , un, vn, . . .

188.
◦
Доказать теорему: если последовательность u1, u2,

. . . , un, . . . стремится к пределу a, то к тому же пределу стре-
мится любая ее бесконечная подпоследовательность (напри-
мер, u1, u3, u5, . . . ).
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189. Последовательность u1, u2, ,. . . , un, . . . имеет предел
a �= 0. Доказать, что lim

n→∞
un+1
un

= 1. Что можно сказать об этом
пределе, если a = 0? (Привести примеры.)

2.1.2. Функции непрерывного аргумента

Число A называется пределом функции f(x) при x → a
( lim
x→a

= A), если для любого положительного числа ε найдется
такое положительное δ, что при 0 < |x− a| < δ |f(x)−A| < ε.

190. Дано y = x2. Когда x→ 2, то y → 4. Каково должно
быть δ, чтобы из |x− 2| < δ следовало |y − 4| < ε = 0,001?

191.
◦
Пусть y = x2−1

x2+1 . При x → 2 имеем y → 3
5 . Каково

должно быть δ, чтобы из |x− 2| < δ следовало |y − 3
5 | < 0,1?

192. Пусть y = x−1
2(x+1) , При x → 3 имеем y → 1

4 . Каково
должно быть δ, чтобы из |x− 3| < δ следовало | 14 − y| < 0,01?

193.
◦
Доказать, что sinx стремится к единице при x→ π

2 .
Каким условиям должен удовлетворять x в окрестности точки
x = π

2 , чтобы имело место неравенство 1 − sinx < 0,01?
194. При неограниченном возрастании x функция y =

= 1
x2+1 стремится к нулю: lim

x→∞
1

x2+1 = 0. Каково должно быть
N , чтобы из |x| > N следовало y < ε?

195.
◦
Если x → +∞, то y = x2−1

x2+3 → 1. Каково должно
быть N , чтобы из |x| > N следовало |y − 1| < ε?

§ 2.2. БЕСКОНЕЧНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ. ПРИЗНАКИ
СУЩЕСТВОВАНИЯ ПРЕДЕЛА

2.2.1. Бесконечные величины

Функция f(x) называется бесконечно большой при x→ a
( lim
x→a

f(x) = ∞) если ∀E > 0∃δ > 0 : 0 < |x − a| < a ⇒
|f(x)| > E. Функция f(x) называется ограниченной, если
∃M > 0 : ∀x ∈ Df |f(x)| � M. Бесконечно большая функ-
ция неограничена, обратное верно не всегда. Функция f(x)
называется бесконечно малой при x→ a, если lim

x→a
f(x) = 0.

196. Функция un принимает значения u1 = 3, u2 = 5,
u3 = 7, . . . , un = 2n + 1, . . . Доказать, что un — бесконечно
большая величина при n → ∞. Начиная с какого n величина
un становится больше N?

Предел. Непрерывность 33

197. Доказать, что общий член un любой арифметической
прогрессии есть величина бесконечно большая при
n → ∞. (Когда она будет положительной и когда отрица-
тельной?) Справедливо ли это утверждение для произвольной
геометрической прогрессии?

198.
◦
При x → 0 имеем y = 1+2x

x → ∞. Каким услови-
ям должен удовлетворять x, чтобы имело место неравенство
|y| > 104?

199. Доказать, что функция y = x
x−3 бесконечно велика

при x → 3. Каким должен быть x, чтобы величина |y| была
больше 1000?

200. Когда x стремится к 1, функция y = 1
(x−1)2 неограни-

ченно возрастает. Каково должно быть δ, чтобы из |x− 1| < δ
следовало 1

(x−1)2 > N = 104?

201. Функция y = 1
2x−1 бесконечно велика при x → 0.

Каким неравенствам должен удовлетворять x, чтобы |y| было
больше 100?

202. При x→ +∞ имеем: y = lg x→ +∞. Каково должно
быть M , чтобы из x > M следовало y > N = 100?

203. Какие из основных элементарных функций являются
ограниченными во всей области их определения?

204. Доказать, что функция y = x2

1+x4 ограничена на всей
числовой оси.

205.
◦
Будет ли функция y = x2

1+x5 ограничена на всей чис-
ловой оси? Будет ли она ограничена в интервале (0,+∞)?

206. Является ли функция y = lg sinx ограниченной во
всей области ее существования? Тот же вопрос относительно
функции y = lg cosx?

207.
1) Доказать, что функции y = x sinx и y = x cosx не

ограничены при x → ∞ (указать для каждой из них
хотя бы по одной такой последовательности xn, для
которой yn → ∞).

2) Будут ли указанные функции бесконечно большими?

3) Построить графики этих функций.
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189. Последовательность u1, u2, ,. . . , un, . . . имеет предел
a �= 0. Доказать, что lim

n→∞
un+1
un

= 1. Что можно сказать об этом
пределе, если a = 0? (Привести примеры.)

2.1.2. Функции непрерывного аргумента

Число A называется пределом функции f(x) при x → a
( lim
x→a

= A), если для любого положительного числа ε найдется
такое положительное δ, что при 0 < |x− a| < δ |f(x)−A| < ε.

190. Дано y = x2. Когда x→ 2, то y → 4. Каково должно
быть δ, чтобы из |x− 2| < δ следовало |y − 4| < ε = 0,001?

191.
◦
Пусть y = x2−1

x2+1 . При x → 2 имеем y → 3
5 . Каково

должно быть δ, чтобы из |x− 2| < δ следовало |y − 3
5 | < 0,1?

192. Пусть y = x−1
2(x+1) , При x → 3 имеем y → 1

4 . Каково
должно быть δ, чтобы из |x− 3| < δ следовало | 14 − y| < 0,01?

193.
◦
Доказать, что sinx стремится к единице при x→ π

2 .
Каким условиям должен удовлетворять x в окрестности точки
x = π

2 , чтобы имело место неравенство 1 − sinx < 0,01?
194. При неограниченном возрастании x функция y =

= 1
x2+1 стремится к нулю: lim

x→∞
1

x2+1 = 0. Каково должно быть
N , чтобы из |x| > N следовало y < ε?

195.
◦
Если x → +∞, то y = x2−1

x2+3 → 1. Каково должно
быть N , чтобы из |x| > N следовало |y − 1| < ε?

§ 2.2. БЕСКОНЕЧНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ. ПРИЗНАКИ
СУЩЕСТВОВАНИЯ ПРЕДЕЛА

2.2.1. Бесконечные величины

Функция f(x) называется бесконечно большой при x→ a
( lim
x→a

f(x) = ∞) если ∀E > 0∃δ > 0 : 0 < |x − a| < a ⇒
|f(x)| > E. Функция f(x) называется ограниченной, если
∃M > 0 : ∀x ∈ Df |f(x)| � M. Бесконечно большая функ-
ция неограничена, обратное верно не всегда. Функция f(x)
называется бесконечно малой при x→ a, если lim

x→a
f(x) = 0.

196. Функция un принимает значения u1 = 3, u2 = 5,
u3 = 7, . . . , un = 2n + 1, . . . Доказать, что un — бесконечно
большая величина при n → ∞. Начиная с какого n величина
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197. Доказать, что общий член un любой арифметической
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хотя бы по одной такой последовательности xn, для
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3) Построить графики этих функций.
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208. Построить графики функций f(x) = 2x sinx и f(x) =
= 2−x sinx. Для каждой из этих функций указать такие две
последовательности xn и x′n значений x, что lim

n→∞f(xn) = ∞,
а lim
n→∞(x′n) = 0.

209. При каких значениях a функция y = ax sinx будет
не ограничена при x→ +∞ (x→ −∞)?

210. Будет ли бесконечно большой неограниченная
функция:
1)

◦
f(x) = 1

x cos 1
x при x→ 0;

2) f(x) = x arctg x при x→ ∞;
3) f(x) = 2x arcsin(sinx) при x→ +∞;
4) f(x) = (2 + sinx) lg x при x→ +∞;
5) f(x) = (1 + sinx) lg x при x→ +∞?
211. Функция un принимает значения

u1 = 2, u2 =
3
4
, u3 =

4
9
, . . . , un =

n+ 1
n2

, . . .

Доказать, что un — бесконечно малая величина при n→ ∞.
212. Функция un принимает значения

u1 = −7, u2 = −1
2
, u3 =

1
27
, u4 =

1
8
, . . . ,

. . . , un =
n2 − 8
n3

, . . .

Доказать, что un — бесконечно малая величина при n→ ∞.
213. Доказать, что y = x

x+1 → 0 при x → 0. Каким усло-
виям должен удовлетворять x, чтобы имело место неравенство
|y| < 10−4?

214.
◦
Показать, что при x → +∞ функция y =

√
x+ 1 −

− √
x стремится к нулю. Каким должно быть N , чтобы при

x > N было y < ε?

215. Доказать, что если предел функции f(x) при x→ ∞
равен a, то f(x) можно представить в виде суммы f(x) = a+
+ ϕ(x), где ϕ(x) бесконечно мала при x→ ∞.
Представить в виде такой суммы следующие функции:

1) y =
x3

x3 − 1
; 2) y =

x2

2x2 + 1
; 3) y =

1 − x2

1 + x2
.
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2.2.2. Признаки существования предела
∗216. Функция un принимает значения

u1 =
1
4
, u2 =

1
4

+
1
10
, . . . ,

un =
1

3 + 1
+

1
32 + 1

+ · · · + 1
3n + 1

, . . .

Доказать, что un стремится к некоторому пределу при n→ ∞.
217.

◦
Функция un принимает значения

u1 =
1
2
, u2 =

1
2

+
1

2 · 4 , u3 =
1
2

+
1

2 · 4 +
1

2 · 4 · 6 , . . .

. . . , un =
1
2

+
1

2 · 4 + · · · + 1
2 · 4 · · · · · 2n, . . .

Доказать, что un стремится к некоторому пределу при n→ ∞.
218.

◦
Доказать теорему:

Если разность между двумя функциями при одном и том
же изменении независимой переменной бесконечно мала, при-
чем одна из функций возрастает, другая убывает, то обе стре-
мятся к одному и тому же пределу.

219. Даны два числа u0 и v0 (u0 < v0). Члены последова-
тельностей un и vn задаются формулами

u1 =
u0 + v0

2
, v1 =

u0 + 2v0
3

, u2 =
u1 + v1

2
, v2 =

u1 + 2v1
3

,

вообще un = un−1+vn−1
2 , vn = un−1+2vn−1

3 .
Доказать на основе теоремы, приведенной в предыдущей

задаче, что обе последовательности un и vn стремятся к од-
ному и тому же пределу, заключенному между u0 и v0.

220.
◦
Дана последовательность чисел un:

u1 =
√

6, u2 =
√

6 + u1, . . . , un =
√

6 + un−1, . . .

Доказать, что эта последовательность имеет предел, и
найти его.

§ 2.3. НЕПРЕРЫВНЫЕ ФУНКЦИИ

Функция f(x) называется непрерывной в точке x0, если

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Точки, в которых функция не является непрерывной, назы-
ваются точками разрыва. Точка разрыва первого рода, если
односторонние пределы слева и справа существуют и конечны,
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в остальных случаях точка разрыва второго рода. Теорема о
промежуточном значении: если f(x) непрерывна на [a, b], она
принимает на [a, b] все значения, промежуточные между
f(a) и f(b).

221. Функция y определена следующим образом:
y = 0 при x < 0;
y = x при 0 � x < 1;
y = −x2 + 4x− 2 при 1 � x < 3;
y = 4 − x при x � 3.

Будет ли эта функция непрерывной?
222. Три цилиндра, радиусы оснований которых соответ-

ственно равны 3, 2 и 1 м, а высоты одинаковы и равны 5 м,
поставлены друг на друга. Выразить площадь поперечного се-
чения получившегося тела как функцию расстояния сечения
от нижнего основания нижнего цилиндра. Будет ли эта функ-
ция непрерывной? Построить ее график.

223. Пусть

f(x) =

{
x+ 1, если x � 1;
3 − ax2, если x > 1.

При каком выборе числа a функция f(x) будет непрерывной?
(Построить ее график.)

224.
◦
Пусть

f(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
−2 sinx, если x � −π/2,
A sinx+B, если − π/2 < x << π/2,
cosx, еслиx � π/2.

Подобрать числа A и B так, чтобы функция f(x) была непре-
рывной; построить ее график.

225. В каких точках терпят разрывы функции y = 1
x−2

и y = 1
(x+2)2 ? Построить графики обеих функций. Выяснить

разницу в поведении этих функций вблизи точек разрыва.
226. Функция f(x) = x2−1

x3−1 не определена при x = 1. Ка-
ким должно быть значение f(1), чтобы доопределенная этим
значением функция стала непрерывной при x = 1?

227. Какого рода разрывы имеют функции y = sinx
x и y =

= cosx
x при x = 0? Указать характер графиков этих функций

в окрестностях точки x = 0.

Предел. Непрерывность 37

228. Исследовать непрерывность функции, заданной так:
y = |x|

x при x �= 0, y = 0 при x = 0. Построить график этой
функции.

229.
◦
Сколько точек разрыва (и какого рода) имеет функ-

ция y = 1
lg |x|? Построить ее график.

230. Функция y = arctg 1
x не определена в точке x = 0.

Можно ли так доопределить функцию f(x) в точке x = 0,
чтобы функция стала непрерывной в этой точке? Построить
график этой функции.

231. Исследовать непрерывность функции, определенной
так:

f(x) = sin
π

2x
при x �= 0, f(0) = 1.

Построить график этой функции.
232. Построить график функции f(x) = x sin π

x . Какое
значение должно иметь f(0), чтобы функция f(x) была везде
непрерывной?

233.
◦
Доказать, что функция y = 1

1+2
1
x
имеет в точке

x = 0 разрыв первого рода. Построить схематично график
этой функции в окрестности точки x = 0.

234. Исследовать характер разрыва функции y = 2−2
1

1−x

в точке x = 1. Можно ли так определить y при x = 1, чтобы
функция стала непрерывной при x = 1?

235. Исследовать характер разрыва функции y = 2
1
x −1

2
1
x +1

в
точке x = 0.

236.
◦
Функция f(x) определена следующим образом:

f(x) = (x+ 1)2−( 1
|x|+

1
x) при x �= 0 и f(0) = 0.

Доказать, что в интервале −2 � x � 2 функция f(x) при-
нимает все без исключения значения, содержащиеся между
f(−2) и f(2), и что она все же разрывна (в какой точке?).
Построить ее график.

237. Исследовать непрерывность функции y = 1
1+2tg x . Вы-

яснить характер ее графика.
238. Функция определена так: если x — рациональное

число, то f(x) = 0; если x — иррациональное число, то
f(x) = x. При каком значении x эта функция непрерывна?
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принимает на [a, b] все значения, промежуточные между
f(a) и f(b).

221. Функция y определена следующим образом:
y = 0 при x < 0;
y = x при 0 � x < 1;
y = −x2 + 4x− 2 при 1 � x < 3;
y = 4 − x при x � 3.

Будет ли эта функция непрерывной?
222. Три цилиндра, радиусы оснований которых соответ-

ственно равны 3, 2 и 1 м, а высоты одинаковы и равны 5 м,
поставлены друг на друга. Выразить площадь поперечного се-
чения получившегося тела как функцию расстояния сечения
от нижнего основания нижнего цилиндра. Будет ли эта функ-
ция непрерывной? Построить ее график.

223. Пусть

f(x) =

{
x+ 1, если x � 1;
3 − ax2, если x > 1.

При каком выборе числа a функция f(x) будет непрерывной?
(Построить ее график.)

224.
◦
Пусть

f(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
−2 sinx, если x � −π/2,
A sinx+B, если − π/2 < x << π/2,
cosx, еслиx � π/2.

Подобрать числа A и B так, чтобы функция f(x) была непре-
рывной; построить ее график.

225. В каких точках терпят разрывы функции y = 1
x−2

и y = 1
(x+2)2 ? Построить графики обеих функций. Выяснить

разницу в поведении этих функций вблизи точек разрыва.
226. Функция f(x) = x2−1

x3−1 не определена при x = 1. Ка-
ким должно быть значение f(1), чтобы доопределенная этим
значением функция стала непрерывной при x = 1?

227. Какого рода разрывы имеют функции y = sinx
x и y =

= cosx
x при x = 0? Указать характер графиков этих функций

в окрестностях точки x = 0.
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228. Исследовать непрерывность функции, заданной так:
y = |x|

x при x �= 0, y = 0 при x = 0. Построить график этой
функции.

229.
◦
Сколько точек разрыва (и какого рода) имеет функ-

ция y = 1
lg |x|? Построить ее график.

230. Функция y = arctg 1
x не определена в точке x = 0.

Можно ли так доопределить функцию f(x) в точке x = 0,
чтобы функция стала непрерывной в этой точке? Построить
график этой функции.

231. Исследовать непрерывность функции, определенной
так:

f(x) = sin
π

2x
при x �= 0, f(0) = 1.

Построить график этой функции.
232. Построить график функции f(x) = x sin π

x . Какое
значение должно иметь f(0), чтобы функция f(x) была везде
непрерывной?

233.
◦
Доказать, что функция y = 1

1+2
1
x
имеет в точке

x = 0 разрыв первого рода. Построить схематично график
этой функции в окрестности точки x = 0.

234. Исследовать характер разрыва функции y = 2−2
1

1−x

в точке x = 1. Можно ли так определить y при x = 1, чтобы
функция стала непрерывной при x = 1?

235. Исследовать характер разрыва функции y = 2
1
x −1

2
1
x +1

в
точке x = 0.

236.
◦
Функция f(x) определена следующим образом:

f(x) = (x+ 1)2−( 1
|x|+

1
x) при x �= 0 и f(0) = 0.

Доказать, что в интервале −2 � x � 2 функция f(x) при-
нимает все без исключения значения, содержащиеся между
f(−2) и f(2), и что она все же разрывна (в какой точке?).
Построить ее график.

237. Исследовать непрерывность функции y = 1
1+2tg x . Вы-

яснить характер ее графика.
238. Функция определена так: если x — рациональное

число, то f(x) = 0; если x — иррациональное число, то
f(x) = x. При каком значении x эта функция непрерывна?
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239. Исследовать непрерывность и построить график
функции:

1) y = x− [x]; 2) y =
1

x− |x|4; 3) y = (−1)[x].

[Функция [x] равна наибольшему целому числу, не превосхо-
дящему x (см. задачу 59.]

240. Используя свойства непрерывных функций, убедить-
ся в том, что уравнение x5 − 3x = 1 имеет по меньшей мере
один корень, заключенный между 1 и 2.

∗241. Показать, что: 1) многочлен нечетной степени имеет
по меньшей мере один действительный корень; 2) многочлен
четной степени имеет по меньшей мере два действительных
корня, если он принимает хотя бы одно значение, противопо-
ложное по знаку коэффициенту при его старшем члене.

242. Показать, что уравнение x ·2x = 1 имеет по меньшей
мере один положительный корень, не превосходящий 1.

243.
◦
Показать, что уравнение x = a sinx + b, где a > 0,

b > 0, имеет по меньшей мере один положительный корень и
притом не превосходящий b+ a.

∗244. Показать, что уравнение a1
x−λ1

+ a2
x−λ2

+ a3
x−λ3

= 0, где
a1 > 0, a2 > 0, a3 > 0 и λ1 < λ2 < λ3, имеет два действитель-
ных корня, заключенных в интервалах (λ1, λ2) и (λ2, λ3).

§ 2.4. НАХОЖДЕНИЕ ПРЕДЕЛОВ.
СРАВНЕНИЕ БЕСКОНЕЧНО МАЛЫХ

2.4.1. Функции целочисленного аргумента

При нахождении предела отношения двух многочленов при
n→ ∞ полезно разделить числитель и знаменатель на nk, где
k — наибольшая из степеней двух многочленов. Часто этот
прием можно применять и для иррациональных выражений.
В задачах 245–267 найти пределы.
245. lim

n→∞
n+1
n .

246. lim
n→∞

(n+1)2

2n2 .

247.
◦

lim
n→∞

(n+1)3−(n−1)3

(n+1)2+(n−1)2 .
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248. lim
n→∞

n3−100n2+1
100n2+15n .

249. lim
n→∞

1000n3+3n2

0,001n4−100n3+1 .

250. lim
n→∞

(n+1)4−(n−1)4

(n+1)4+(n−1)4 .

251. lim
n→∞

(2n+1)4−(n−1)4

(2n+1)4+(n−1)4 .

252. lim
n→∞

3√n3+2n−1
n+2 .

253. lim
n→∞

3√n2+n
n+1 .

254. lim
n→∞

(
√
n2+1+n)2

3√n6+1
.

255. lim
n→∞

√
n3−2n2+1+ 3√n4+1

4√n6+6n5+2− 5√n7+3n3+1
.

256.
◦

lim
n→∞

4√n5+2− 3√n2+1
5√n4+2−√

n3+1
.

257.
◦

lim
n→∞

n!
(n+1)!−n! .

258. lim
n→∞

(n+2)!+(n+1)!
(n+3)! .

259. lim
n→∞

(n+2)!+(n+1)!
(n+2)!−(n+1)! .

260. lim
n→∞

1+ 1
2+ 1

4 +...+ 1
2n

1+ 1
3+ 1

9 +...+ 1
3n
.

261. lim
n→∞

1
n2 (1 + 2 + 3 + . . .+ n).

262.
◦

lim
n→∞

(
1+2+2+...+n

n+2 − n
2

)
.

263. lim
n→∞

(
1−2+3−4+...−2n√

n2+1

)
.

∗264. lim
n→∞

(
1

1·2 + 1
2·3 + . . .+ 1

(n−1)n

)
.

265. lim
n→∞

(
1

1·3 + 1
3·5 + . . .+ 1

(2n−1)(2n+1)

)
.

266. lim
n→∞

2n−1
2n+1 .

267. lim
n→∞

2
1
n −1

2
1
n +1

.

2.4.2. Функция непрерывного аргумента

При нахождении предела отношения двух многочленов

lim
x→a

P (x)
Q(x)

при P (a) = Q(a) = 0

дробь нужно один или несколько раз сократить на x − a.
При вычислении предела иррациональных выражений бывает
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полезно избавиться от иррациональности в числителе или зна-
менателе путем умножения на сопряженное выражение. Ис-
пользуются также «замечательные» пределы

lim
x→0

sinx
x

= 1, lim
x→∞

(
1 +

1
x

)x
= e,

lim
x→0

ln(1 + x)
x

= 1, lim
x→0

ex − 1
x

= 1.

В задачах 268–304 найти пределы.
268. lim

x→2

x2+5
x2−3 .

269. lim
x→0

(
x3−3x+1
x−4 + 1

)
.

270. lim
x→1

x
1−x .

271.
◦

lim
x→√

3

x2−3
x4+x2+1 .

272. lim
x→1

x2−2x+1
x3−x .

273.
◦

lim
x→−2

x3+3x2+2x
x2−x−6 4.

274. lim
x→1

(x−1)
√

2−x
x2−1 .

275. lim
x→ 1

2

8x3−1
6x2−5x+1 .

276. lim
x→1

x3+x−2
x3−x2−x+1 .

277. lim
x→1

(
1

1−x − 3
1−x3

)
.

278. lim
x→2

[
1

x(x−2)2 − 1
x2−3x+2

]
.

279. lim
x→1

[
x+2

x2−5x+4 + x−4
3(x2−3x+2)

]
.

280.
◦

lim
x→1

xm−1
xn−1 (m и n — целые числа).

281. lim
x→∞

x3+x
x4−3x2+1 .

282. lim
x→∞

x4−5x
x2−3x+1 .

283. lim
x→∞

x2−1
2x2+1 .

284. lim
x→∞

1+x−3x33
1+x2+3x3 .

285.
◦

lim
x→∞

(
x3

x2+1 − x
)
.

286. lim
x→∞

(
x3

2x2−1 − x2

2x+1

)
.
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287. lim
x→∞

[
3x2

2x+1 − (2x−1)(3x2+x+2)
4x2

]
.

288. lim
x→∞

(x+1)10+(x+2)10+...+(x+100)10

x10+1010 .

289. lim
x→+∞

√
x2+1+

√
x

4√x3+x−x .

290. lim
x→∞

√
x2+1− 3√x2+1

4√x4+1− 5√x4+1
.

291.
◦

lim
x→+∞

5√x7+3+ 4√2x3−1
6√x8+x7+1−x .

292. lim
x→∞

3√x4+3− 5√x3+4
3√x7+1

.

293. lim
x→0

√
1+x2−1
x .

294. lim
x→0

√
1+x−1
x2 .

295.
◦

lim
x→0

√
x2+1−1√
x2+16−4

.

296. lim
x→5

√
x−1−2
x−5 .

297. lim
x→1

x2−√
x√

x−1
.

298. limh→ 0
√
x+h−√

x
h .

299. lim
x→0

3√1+x2−1
x2 .

300. lim
x→0

3√1+x− 3√1−x
x .

301. lim
x→a

√
x−b−√

a−b
x2−a2 (a > b).

302. lim
x→1

n
√
x−1

m
√
x−1

(n и m — целые числа).

∗303. lim
x→0

3√1+x2− 4√1−2x
x+x2 .

304. lim
x→1

3√7+x3−√
3+x2

x−1 .

305.
◦
Как изменяются корни квадратного уравнения ax2+

+ bx + c = 0, когда b и c сохраняют постоянные значения
(b �= 0), а величина a стремится к нулю?
В задачах 306–378 найти пределы.
306. lim

x→∞(
√
x+ a−√

x).

307. lim
x→∞(

√
x2 + 1 −√

x2 − 1).

308. lim
x→±∞(

√
x2 + 1 − x).*

309.
◦

lim
x→±∞x(

√
x2 + 1 − x).

*В примерах, где указано x → ±∞, следует отдельно рассматривать слу-
чаи x → +∞ и x → −∞.
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x→0

√
1+x2−1
x .

294. lim
x→0

√
1+x−1
x2 .

295.
◦

lim
x→0

√
x2+1−1√
x2+16−4

.

296. lim
x→5

√
x−1−2
x−5 .

297. lim
x→1

x2−√
x√

x−1
.

298. limh→ 0
√
x+h−√

x
h .

299. lim
x→0

3√1+x2−1
x2 .

300. lim
x→0

3√1+x− 3√1−x
x .

301. lim
x→a

√
x−b−√

a−b
x2−a2 (a > b).

302. lim
x→1

n
√
x−1

m
√
x−1

(n и m — целые числа).

∗303. lim
x→0

3√1+x2− 4√1−2x
x+x2 .

304. lim
x→1

3√7+x3−√
3+x2

x−1 .

305.
◦
Как изменяются корни квадратного уравнения ax2+

+ bx + c = 0, когда b и c сохраняют постоянные значения
(b �= 0), а величина a стремится к нулю?
В задачах 306–378 найти пределы.
306. lim

x→∞(
√
x+ a−√

x).

307. lim
x→∞(

√
x2 + 1 −√

x2 − 1).

308. lim
x→±∞(

√
x2 + 1 − x).*

309.
◦

lim
x→±∞x(

√
x2 + 1 − x).

*В примерах, где указано x → ±∞, следует отдельно рассматривать слу-
чаи x → +∞ и x → −∞.



42 Глава 2

310. lim
x→±∞

(√
(x + a)(x+ b) − x

)
.

311. lim
x→±∞(

√
x2 − 2x− 1 −√

x2 − 7x+ 3).

312. lim
x→∞

(
3
√

(x + 1)2 − 3
√

(x − 1)2
)
.

313. lim
x→∞x

3
2 (
√
x3 + 1 −√

x3 − 1).

314. lim
x→0

sin 3x
x .

315. lim
x→0

tg kx
x .

316.
◦

lim
x→0

sinαx
sin βx .

317. lim
x→0

tg 2x
sin 5x .

318. lim
α→0

sin(αn)
(sinα)m (n и m — целые положительные числа.)

319. lim
x→0

2 arcsin x
3x .

320. lim
x→0

2x−arcsinx
2x+arctgx .

321.
◦

lim
x→0

1−cosx
x2 .

322. lim
x→0

1−cos2 x
x sin 2x .

323. lim
α→0

tgα
3
√

1−cosα)2
.

324. lim
x→0

1+sin x−cosx
1−sin x−cosx .

325. lim
α→0

tgα−sinα
α3 .

326. lim
α→0

(1−cosα)2

tg3 α−sin3 α .

327. lim
x→0

(
1

sin x − 1
tg x

)
.

328. lim
x→π

2

1−sinx

(π
2 −x)2 .

329.
◦

lim
x→π

2

cosx
3
√

(1−sinx)2
.

330. lim
x→π

sin 3x
cos 2x .

331. lim
x→π

2

(
π
2 − x

)
tg x.

332. lim
α→π

sinα

1−α2
π2
.

333. lim
z→1

(1 − z) tg πz
2 .

334. lim
y→a

(
sin y−a

2 tg πy
2a

)
.

335. lim
x→π

4

cosx−sinx
cos 2x .

336.
◦

lim
x→π

6

sin(x−π
6 )√

3
2 −cosx

.
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337. lim
x→π

1−sin x
2

cos x
2 (cos x

4 −sin x
4 ) .

338. lim
x→π

2

(
2x tg x− π

cosx

)
.

339. lim
x→0

cos(a+x)−cos(a−x)
x .

340. lim
x→0

cosαx−cosβx
x2 .

341. lim
x→0

sin(a+x)−sin(a−x)
tg(a+x)−tg(a−x) .

342. lim
α→β

sin2 α−sin2 β
α2−β2 .

343.
◦

lim
h→0

sin(a+2h)−2 sin(a+h)+sin a
h2 .

344. lim
h→0

tg(a+2h)−2 tg(a+h)+tg a
h2 .

345. lim
x→0

√
2−√

1+cos x
sin2 x

.

346. lim
x→0

√
1+sin x−√

1−sinx
tg x .

347. lim
x→0

√
1+x sinx−√

cos 2x
tg2 x

2
.

348.
◦

lim
x→0

1−cosx
√

cos 2x
x2 .

349. lim
x→0

3√1+arctg 3x−√
1−arcsin 3x√

1−arcsin 2x−√
1+arctg 2x

.
∗350. lim

x→−1

√
π−√

arccosx√
x+1

.

351.
◦

lim
x→∞

(
x

1+x

)x
.

352. lim
t→∞
(
1 − 1

t

)t
.

353. lim
x→∞

(
1 + 1

x

) x+1
x .

354. lim
x→∞

(
1 + k

x

)mx
.

355.
◦

lim
x→∞

(
x+1
x−2

)2x−1

.

356. lim
x→∞

(
3x−4
3x+2

) x+1
3
.

357. lim
x→∞

(
x2+1
x2−1

)x2

.

358. lim
x→±∞

(
x+1
2x−1

)x
.

359.
◦

lim
x→±∞

(
2x+1
x−1

)x
.

360. lim
x→∞

(
1 + 1

x2

)x
.

361. lim
x→±∞

(
1 + 1

x

)x2

.
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√
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◦
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√
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2
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2

(
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2 − x

)
tg x.
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.
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2 .
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(
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)
.
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4
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◦
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6
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√
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√
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.
∗350. lim

x→−1

√
π−√

arccosx√
x+1

.

351.
◦

lim
x→∞

(
x

1+x

)x
.

352. lim
t→∞
(
1 − 1

t

)t
.

353. lim
x→∞

(
1 + 1

x

) x+1
x .

354. lim
x→∞

(
1 + k

x

)mx
.

355.
◦
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x→∞

(
x+1
x−2

)2x−1

.

356. lim
x→∞

(
3x−4
3x+2

) x+1
3
.

357. lim
x→∞

(
x2+1
x2−1

)x2

.

358. lim
x→±∞

(
x+1
2x−1

)x
.

359.
◦

lim
x→±∞

(
2x+1
x−1

)x
.

360. lim
x→∞

(
1 + 1

x2

)x
.

361. lim
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(
1 + 1

x

)x2

.
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362. lim
x→∞

(
x2−2x+1
x2−4x+2

)x
.

363. lim
x→0

(1 + sinx)cosec x.

364. lim
x→0

(1 + tg2 √x) 1
2x .

365. lim
x→0

ln(1+kx)
x .

366. lim
x→0

ln(a+x)−lna
x .

367. lim
x→∞ {x[ln(x+ a) − lnx]}.

368. lim
x→e

ln x−1
x−e .

369. lim
h→0

ah−1
h .

370. lim
x→0

e2x−1
3x .

371. lim
x→1

ex−e
x−1 .

∗372. lim
x→0

ex2−cosx
x2 .

373.
◦

lim
x→0

ex−e−x

sin x .

374. lim
x→0

esin 2x−esin x

x .

375. lim
x→0

eax−ebx

x .

376. lim
x→∞x

(
e

1
x − 1

)
.

377. lim
x→±∞(chx− shx).

378.
◦

lim
x→±∞ thx.

В задачах 379–401 найти пределы.

379. lim
x→∞

(ax+1)n

x2+A . Отдельно рассмотреть случаи, когда n
есть:
1) целое положительное число;
2) целое отрицательное число;
3) нуль.
380.

◦
lim

x→±∞x
(√

x2 +
√
x4 + 1 − x

√
2
)
.

381. lim
x→±∞

ax

ax+1 (a > 0).

382. lim
x→±∞

ax−a−x

ax+a−x (a > 0).

383. lim
x→∞

sin x
x .

384. lim
x→∞

arctg x
x .

385.
◦

lim
x→∞

x+sinx
x+cosx .
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386. lim
x→1

arcsinx
tg πx

2
.

387.
◦

lim
h→0

sin(a+3h)−3 sin(a+2h)+3 sin(a+h)−sina
h3 .

388. lim
x→π

2

tg2x
(√

2sin2x+3sinx+4−
√

sin2x+6sinx+2
)
.

389.
◦

lim
x→0

1−cos(1−cosx)
x4 .

∗390. lim
h→∞

(
cos x2 cos x4 . . . cos x

2n

)
.

391. lim
x→∞x2

(
1 − cos 1

x

)
.

392.
◦

lim
x→∞

(
cos

√
x+ 1 − cos

√
x
)
.

∗393. lim
x→∞

(
arctg x+1

x+2 − π
4

)
.

394. lim
x→∞

(
arctg x+1

x+2 − arctg x
x+2

)
.

∗395. lim
x→0

arcsin x−arctgx
x3 .

396. lim
x→+∞

(
1 + 1

xn

)x
(n > 0).

∗397. lim
x→0

(cosx)
1

sin x .

398. lim
x→0

ln cosx
x2 .

399. lim
x→0

(
sinx
x

) sin x
x−sin x 4.

400.
◦

lim
x→0

(cosx+ sinx)
1
x .

401. lim
x→0

(cos x+ a sin bx)
1
x .

2.4.3. Сравнение бесконечно малых

Пусть α(x) и β(x) — бесконечно малые при x→ a и суще-
ствует limx→a

α(x)
β(x) = C. Если 0< |C|<+∞, α и β называются

бесконечно малыми одного порядка, если C = 1, α эквива-
лентна β (α ∼ β), если C = 0, α бесконечно малая более
высокого порядка, чем β (α = o(β)). Если limx→a

α(x)
βn(x) = C,

0 < |C| < +∞, α называется бесконечно малой порядка n
относительно β.

402. Бесконечно малая величина un принимает значения

u1 = 1, u2 =
1
2
, u3 =

1
3
, . . . , un =

1
n
, . . . ,
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.
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ax

ax+1 (a > 0).

382. lim
x→±∞

ax−a−x

ax+a−x (a > 0).

383. lim
x→∞

sinx
x .

384. lim
x→∞

arctg x
x .

385.
◦

lim
x→∞

x+sinx
x+cosx .
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386. lim
x→1

arcsinx
tg πx

2
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◦

lim
h→0

sin(a+3h)−3 sin(a+2h)+3 sin(a+h)−sina
h3 .

388. lim
x→π

2

tg2x
(√

2sin2x+3sinx+4−
√

sin2x+6sinx+2
)
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389.
◦

lim
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1−cos(1−cosx)
x4 .

∗390. lim
h→∞

(
cos x2 cos x4 . . . cos x

2n

)
.

391. lim
x→∞x2

(
1 − cos 1

x

)
.

392.
◦

lim
x→∞

(
cos

√
x+ 1 − cos

√
x
)
.

∗393. lim
x→∞

(
arctg x+1

x+2 − π
4

)
.

394. lim
x→∞

(
arctg x+1

x+2 − arctg x
x+2

)
.

∗395. lim
x→0
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x3 .
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1 + 1

xn

)x
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∗397. lim
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(cosx)
1
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399. lim
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x

) sin x
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400.
◦

lim
x→0

(cosx+ sinx)
1
x .

401. lim
x→0

(cos x+ a sin bx)
1
x .
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β(x) = C. Если 0< |C|<+∞, α и β называются

бесконечно малыми одного порядка, если C = 1, α эквива-
лентна β (α ∼ β), если C = 0, α бесконечно малая более
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βn(x) = C,

0 < |C| < +∞, α называется бесконечно малой порядка n
относительно β.

402. Бесконечно малая величина un принимает значения

u1 = 1, u2 =
1
2
, u3 =

1
3
, . . . , un =

1
n
, . . . ,
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а бесконечно малая величина vn — соответственно значения

v1 = 1, v2 =
1
2!
, v3 =

1
3!
, . . . , vn =

1
n!
, . . .

Сравнить un и vn; какая из них высшего порядка малости?
403. Функция un принимает значения

u1 = 0, u2 =
3
8
, u3 =

8
27
, . . . , un =

n2 − 1
n3

, . . . ,

а функция vn — соответственно значения

v1 = 2, v2 =
5
8
, v3 =

10
27
, . . . , vn =

n2 + 1
n3

, . . .

Сравнить эти бесконечно малые величины.
404.

◦
Бесконечно малая величина un принимает значения

u1 = 0, u2 =
1
4
, u3 =

2
9
, . . . , un =

n− 1
n2

, . . . ,

а бесконечно малая величина vn — соответственно значения

v1 = 3, v2 =
5
4
, v3 =

7
9
, . . . , vn =

2n+ 1
n2

, . . .

Убедиться в том, что un и vn — бесконечно малые одного
порядка, но неэквивалентные.

405. При x→ 1 функции y = 1−x
1+x и y = 1−√

x бесконечно
малы. Которая из них высшего порядка малости?

406. Дана функция y = x3. Показать, что Δy и Δx при
Δx → 0 и при x �= 0 являются бесконечно малыми одного
порядка. Проверить, что при x = 0 величина Δy бесконечно
малая более высокого порядка, чем Δx. При каком значении
x приращения Δx и Δy будут эквивалентными?

407. Убедиться в том, что при x → 1 бесконечно малые
величины 1−x и 1− 3

√
x будут одного порядка малости. Будут

ли они эквивалентными?
408.

◦
Пусть x → 0. Тогда

√
a+ x3 − √

a (a > 0) будет
бесконечно малой величиной. Определить порядок ее относи-
тельно x.
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409. Определить порядок относительно x функции, бес-
конечно малой при x→ 0:
1) x3 + 1000x2;
2) 3

√
x2 −√

x;
3) x(x+1)

1+
√
x
;

4) 7x10

x3+1 .

410.
◦
Доказать, что приращения функций u = a

√
x и

v = bx2 при x > 0 и при общем приращении Δx → 0
будут одного порядка малости. При каком значении x они
будут эквивалентными (a и b отличны от нуля)?

411. Показать, что при x→ 1 бесконечно малые величины
1 − x и a(1 − k

√
x), где a �= 0 и k — целое положительное

число, будут одного порядка малости. При каком значении a
они будут эквивалентными?

412. Доказать, что при x → π
2 функции secx − tg x и

π − 2x будут бесконечно малыми одного порядка. Будут ли
они эквивалентными?

413. Доказать, что при x→ 0 бесконечно малые величины
e2x − ex и sin 2x− sinx будут эквивалентными.

414. Определить порядок относительно x функции, бес-
конечно малой при x→ 0:
1) 3
√

1 + 3
√
x− 1;

2)
√

1 + 2x− 1 −√
x;

3) e
√
x − 1;

4) esinx − 1;
5) ln(1 +

√
x sinx);

6)
√

1 + x2 tg πx
2 ;

7) ex − cosx;
8) ex

2 − cosx;
9) cosx− 3

√
cosx;

10) sin(
√

1 + x− 1);
11) ln(1 + x2) − 2 3

√
(ex − 1)2;

12) arcsin(
√

4 + x2 − 2).

2.4.4. Некоторые геометрические задачи

415.
◦
Дан правильный треугольник со стороной a; из трех

высот его строится новый правильный треугольник и так n
раз. Найти предел суммы площадей всех треугольников при
n→ ∞.
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а бесконечно малая величина vn — соответственно значения

v1 = 1, v2 =
1
2!
, v3 =

1
3!
, . . . , vn =

1
n!
, . . .
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3
8
, u3 =

8
27
, . . . , un =
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n3

, . . . ,
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5
8
, v3 =

10
27
, . . . , vn =

n2 + 1
n3

, . . .
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◦
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1
4
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2
9
, . . . , un =

n− 1
n2

, . . . ,
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5
4
, v3 =

7
9
, . . . , vn =

2n+ 1
n2

, . . .
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√
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◦
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√
a+ x3 − √
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416. В круг радиуса R вписан квадрат, в квадрат вписан
круг, в этот круг опять вписан квадрат и так n раз. Найти
предел суммы площадей всех кругов и предел суммы
площадей всех квадратов при n→ ∞.

417. В равнобедренный прямо-
B

A C

Рис. 2.1

B

C
KA

L
M

N
O

P Q

R
T

Рис. 2.2

A B
a

Рис. 2.3

угольный треугольник, основание
которого разбито на 2n равных
частей, вписана ступенчатая фи-
гура (рис. 2.1). Доказать, что при
неограниченно возрастающем n раз-
ность между площадью треугольни-
ка и площадью ступенчатой фигуры
бесконечно мала.

418. В равнобедренном прямо-
угольном треугольнике, катет кото-
рого равен a, гипотенуза разделе-
на на n равных частей и из точек
деления проведены прямые, парал-
лельные катетам. При этом получа-
ется ломаная AKLMNOPQRTB
(рис. 2.2). Длина этой ломаной при
любом n равна 2a, значит и предел
ее длины равен 2a. Но, с другой
стороны, при неограниченном воз-
растании n ломаная неограниченно
приближается к гипотенузе тре-
угольника, следовательно, длина ги-
потенузы равна сумме длин кате-
тов. Найти ошибку в рассуждении.

419.
◦
Отрезок AB длины a раз-

делен n точками на равные части, и
из этих точек проведены лучи под
углами π

2n (рис. 2.3). Найти пре-
дел длины получившейся ломаной
линии при неограниченном возрас-
тании n. Сравнить с результатом
предыдущей задачи.
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420. Отрезок AB длины a
A B

a

Рис. 2.4
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Mn
M2

M3R

r

Рис. 2.5
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M

α
R

r

x0

x

Рис. 2.6

разделен на n равных частей.
На каждом частичном отрез-
ке построена дуга окружно-
сти, равная π

n радиан
(рис. 2.4). Найти предел дли-
ны получившейся линии при
n → ∞. Как изменится ре-
зультат, если на каждом ча-
стичном отрезке будет стро-
иться полуокружность?

421. Окружность радиуса
R разделена n точками M1,
M2, . . . ,Mn на равные части.
Из каждой такой точки про-
ведена дуга окружности ра-
диуса r до пересечения с ду-
гами, построенными в сосед-
них точках (рис. 2.5). Найти
предел длины получившейся
замкнутой линии при неогра-
ниченном возрастании n.

422. Два круга с радиу-
сами R и r (R > r) касаются
в начале координат оси OY
и расположены правее ее
(рис. 2.6). Какого порядка,
относительно x при x → 0
будут бесконечно малый от-
резок MM ′ и бесконечно ма-
лый угол α?

423.
◦
Центр окружности соединен отрезком прямой OP с

точкой P , лежащей вне окружности. Из точки P проведена
касательная PT к окружности и из точки T опущен перпен-
дикуляр TN на прямую OP . Доказать, что отрезки AP и AN ,
где A — точка пересечения прямой OP с окружностью, — эк-
вивалентные бесконечно малые при P → A.
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424. В конечных и в средней точках дуги AB окружно-
сти проведены касательные и точки A и B соединены хордой.
Доказать, что отношение площадей образовавшихся при этом
двух треугольников стремится к 4 при неограниченном умень-
шении дуги AB.

2.4.5. Вычислительные задачи

425. Исходя из эквивалентности при x → 0 функций√
1 + x− 1 и 1

2x, вычислить приближенно:
1)

√
105;

2)
√

912;
3)

√
260;

4)
√

1632;
5)

√
0,31;

6)
√

0,021.

426. Показать, что при x→ 0 функции n
√

1 + x− 1 и x
n —

эквивалентные бесконечно малые. Воспользоваться этим для
приближенного вычисления корней:
1) 3

√
1047;

2) 3
√

8144;
3) 5

√
1,1;

4) 5
√

1080.
427. Использовать эквивалентность ln(1+x) и x при x→ 0

для приближенного вычисления натуральных логарифмов сле-
дующих чисел: 1,01; 1,02; 1,1; 1,2.

Глава 3

ПРОИЗВОДНАЯ И ДИФФЕРЕНЦИАЛ.
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ

§ 3.1. ПРОИЗВОДНАЯ.
СКОРОСТЬ ИЗМЕНЕНИЯ ФУНКЦИИ

Предел отношения приращения функции к приращению ар-
гумента в некоторой точке при стремлении приращения аргу-
мента к нулю называется производной функции в этой точке
и обозначается y′ = dy

dx = lim
Δx→0

Δy
Δx .

3.1.1. Некоторые задачи физики

428. Дано уравнение прямолинейного движения точки:
s = 5t+ 6. Определить среднюю скорость движения:
1) за первые 6 секунд;
2) за промежуток времени от конца 3-й до конца 6-й се-

кунды.

429. Точка M удаляется от неподвижной точки A так,
что расстояние AM растет пропорционально квадрату време-
ни. По истечении 2 мин от начала движения расстояние AM
равнялось 12 м. Найти среднюю скорость движения:
1) за первые 5 мин;
2) за промежуток времени от t = 4 мин до t = 7 мин;
3) за промежуток времени от t = t1 до t = t2.

430. Дано уравнение прямолинейного движения:
s = t3 + 3

t . Найти среднюю скорость движения за промежуток
времени от t = 4 до t = 4 + Δt, полагая Δt = 2; 1; 0,1; 0,03.

431.
◦
Свободно падающее тело движется по закону

s = gt2

2 , где g (= 9,8 м/c2) есть ускорение силы тяжести.
Найти среднюю скорость движения за промежуток времени
от t = 5 с до (t+Δt) с, полагая Δt = 1 с; 0,1 с; 0,05 с; 0,001 с;
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найти скорость падающего тела в конце 5-й секунды, в кон-
це 10-й секунды. Получить формулу для скорости падающего
тела для любого момента времени t.

432. Имеется тонкий неоднородный стержень AB. Длина
его L = 20 см. Масса отрезка AM растет пропорционально
квадрату расстояния точки M от точки A, причем известно,
что масса отрезка AM = 2 см равна 8 г. Найти:
1) среднюю линейную плотность отрезка стержня

AM = 2 см;
2) среднюю линейную плотность всего стержня;
3) плотность стержня в точке M .

433. В тонком неоднородном стержне AB длиной 30 см
масса (в граммах) распределена по закону m = 3l2 + 5l, где
l — длина части стержня, отсчитываемая от точки A. Найти:
1) среднюю линейную плотность стержня;
2) линейную плотность: а) в точке, отстоящей от точки

A на расстоянии l = 5 см; б) в самой точке A; в) в
конце стержня.

434. Количество тепла Q (в джоулях), необходимого для
нагревания 1 кг воды от 0 до t◦C , определяется формулой

Q = 4186,8(t+ 0,00002t2 + 0,0000003t3).

Вычислить теплоемкость воды для t = 30◦, t = 100◦.
∗435. Угловую скорость равномерного вращения определя-

ют как отношение угла поворота к соответствующему проме-
жутку времени. Дать определение угловой скорости неравно-
мерного вращения.

436. Если бы процесс радиоактивного распада протекал
равномерно, то под скоростью распада следовало бы понимать
количество вещества, разложившегося в единицу времени. На
самом деле процесс протекает неравномерно. Дать определе-
ние скорости радиоактивного распада.

437. Сила постоянного тока определяется как количество
электричества, протекающее через поперечное сечение про-
водника в единицу времени. Дать определение силы перемен-
ного тока.

438. Термическим коэффициентом линейного расширения
стержня называют приращение единицы его длины при
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повышении температуры на 1◦C , если предположить равно-
мерность теплового расширения. На самом же деле процесс
протекает неравномерно. Пусть l = f(t), где l — длина стерж-
ня, t — температура. Дать определение коэффициента линей-
ного расширения.

439. Коэффициентом растяжения пружины называют при-
ращение единицы длины пружины под действием единичной
силы, действующей на каждый квадратный сантиметр сече-
ния пружины. При этом предполагается пропорциональность
растяжения действующему усилию (закон Гука). Дать опре-
деление коэффициента растяжения k в случае уклонения от
закона Гука. (Пусть l — длина пружины, S — площадь попе-
речного сечения, P — растягивающая сила и l = ϕ(P ).)

3.1.2. Производная функция

440. Найти приращение функции y = x3 в точке x1 = 2,
полагая приращение Δx независимой переменной равным:
1) 2;
2) 1;
3) 0,5;
4) 0,1.

441. Найти отношение Δy
Δx для функций:

1) y = 2x3 − x2 + 1 при x = 1; Δx = 0,1;
2) y = 1

x при x = 2; Δx = 0,01;
3)

◦
y =

√
x при x = 4; Δx = 0,4.

Показать, что при Δx → 0 предел этого отношения в пер-
вом случае равен 4, во втором равен − 1

4 , в третьем равен
1
4 .

442. Дана функция y = x2. Найти приближенные значе-
ния производной в точке x = 3, полагая последовательно Δx
равным:
1) 0,5;
2) 0,1;
3) 0,01;
4) 0,001.

443. f(x) = x2; найти f ′(5); f ′(−2); f ′ (− 3
2

)
.

444. f(x) = x3; найти f ′(1); f ′(0); f ′(−√
2); f ′ ( 1

3

)
.

445. f(x) = x2. В какой точке f(x) = f ′(x)?
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найти скорость падающего тела в конце 5-й секунды, в кон-
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√
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1
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446. Проверить, что для функции f(x) = x2 справедливо
соотношение f ′(a+ b) = f ′(a) + f ′(b), Будет ли это тождество
справедливым для функции f(x) = x3?

447. Найти производную функции y = sinx при x = 0.
448. Найти производную функции y = lg x при x = 1.
449. Найти производную функции y = 10x при x = 0.
450. Известно, что f(0) = 0 и существует предел выра-

жения f(x)
x при x→ 0. Доказать, что этот предел равен f ′(0).

451. Доказать теорему: если f(x) и ϕ(x) при x = 0 равны
нулю [f(0) = 0, ϕ(0) = 0] и имеют производные при x = 0,
причем ϕ′(0) �= 0, то lim

x→0

f(x)
ϕ(x) = f ′(0)

ϕ′(0) .

452. Доказать, что если f(x) иметь производную при
x = a, то

lim
x→a

xf(a) − af(x)
x− a

= f(a) − af ′(a).

453. Доказать, что производная четной функции есть
нечетная функция, а производная нечетной функции — четная
функция.

3.1.3. Геометрический смысл производной

Значение производной в точке x0 равно угловому коэф-
фициенту касательной к графику функции в точке (x0, y0)
f ′(x0) = tgα. Уравнение касательной в точке (x0, y0)
y− y0 = y′0(x− x0), уравнение нормали в этой точке y− y0 =
= − 1

y′0
(x− x0), где y′0 = f ′(x0).

О подкасательной и поднормали см. указания к п. 3.2.11.
454. Найти угловой коэффициент касательной, проведен-

ной к параболе y = x2:
1) в начале координат;
2) в точке (3; 9);
3) в точке (−2; 4);
4) в точках пересечения ее с прямой y = 3x− 2.
455. В каких точках угловой коэффициент касательной к

кубической параболе y = x3 равен 3?
456. В какой точке касательная к параболе y = x2:
1) параллельна оси Ox;
2) образует с осью Ox угол 45◦?
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457. Может ли касательная к кубической параболе y = x3

составлять с осью Ox тупой угол?
458.

◦
Под какими углами пересекаются парабола y = x2

и прямая 3x− y − 2 = 0?
459. Под какими углами пересекаются параболы y = x2

и y2 = x?
460. Под каким углом пересекается гипербола y = 1

x с
параболой y =

√
x?

461.
◦
Написать уравнения касательной к нормали, прове-

денных к кривой y = x3 в точке с абсциссой 2. Найти подка-
сательную и поднормаль.

462. При каком значении независимой переменной каса-
тельные к кривым y = x2 и y = x3 параллельны?

463. В какой точке касательная к параболе y = x2:
1) параллельна прямой y = 4x− 5;
2) перпендикулярна к прямой 2x− 6y + 5 = 0;
3) образует с прямой 3x− y + 1 = 0 угол 45◦?
464.

◦
Доказать, что подкасательная, соответствующая лю-

бой точке параболы y = ax2, равна половине абсциссы точки
касания. Используя это обстоятельство, дать способ построе-
ния касательной к параболе в данной ее точке.

465. Доказать, что нормаль к параболе в любой ее точке
служит биссектрисой угла, составленного фокальным радиу-
сом точки и прямой, параллельной оси параболы и проходящей
через данную точку.

§ 3.2. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ

Таблица производных основных функций

1) C′ = 0 10) (arcctg x)′ = − 1
1+x2

2) (xp)′ = pxp−1 (p ∈ R) 11) (ax)′ = ax ln a
3) (sin x)′ = cosx 12) (ex)′ = ex

4) (cosx)′ = − sin x 13) (logax)
′= 1

xlna
(a>0,x>0)

5) (tg x)′ = 1
cos2 x

14) (ln x)′ = 1
x

(x > 0)
6) (ctg x)′ = − 1

sin2 x
15) (sh x)′ = ch x

7) (arcsin x)′ = 1√
1−x2

(|x| < 1) 16) (ch x)′ = sh x

8) (arccos x)′ = − 1√
1−x2

(|x| < 1) 17) (th x)′ = 1
ch2 x

9) (arctg x)′ = 1
1+x2 18) (cth x)′ = − 1

sh2 x
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= − 1
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кубической параболе y = x3 равен 3?
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1−x2

(|x| < 1) 17) (th x)′ = 1
ch2 x

9) (arctg x)′ = 1
1+x2 18) (cth x)′ = − 1

sh2 x



56 Глава 3

Основные правила дифференцирования

1) (u± v)′ = u′ ± v′; 3) (uv)′ = u′v + uv′;
2) (Cu)′ = Cu′; 4)

(
u
v

)′
= u′v−uv′

v2
(v �= 0).

Правило дифференцирования сложной функции

Если y = f(u) и u = ϕ(x), т. е. y = f(ϕ(x)), то

y′x = y′uu
′
x

или

dy

dx
=
dy

du
· du
dx
.

3.2.1. Степенные функции

В задачах этого раздела x, y, z, t, u, v, s — независимые
переменные; a, b, c, d, m, n, p, q — постоянные.

466. Продифференцировать функцию:
1) 3x2 − 5x+ 1;
2) x4−1

3x
3+2,5x2−0,3x+0,1;

3) ax2 + bx+ c;
4) 3

√
x+ 3

√
2;

5)
◦

2
√
x− 1

x + 4
√

3;
6) 0,8 4

√
y − y3

0,3 + 1
5y2 ;

7) x
n + n

x + x2

m2 + m2

x2 ;

8) mx2√
x

+ nx
√
x

3√x − p
√
x

x ;

9) mz2+nz+4p
p+q ;

10) 0,1t−
2
3 − 5,2

t1,4 + 2,5
5√t ;

11) (x− 0,5)2;
12)

√
x(x3 −√

x+ 1);
13) (v + 1)2(v − 1);
14) 0,5 − 3(a− x)2;
15) ax3+bx2+c

(a+b)x ;

16)
(
mu+n
p

)3

.

467. f(x) = 3x − 2
√
x; найти f(1); f ′(1); f(4); f ′(4);

f(a2); f ′(a2).
468. f(t) = t2−5t−1

t3 ; найти f(−1); f ′(−1); f ′(2); f ′ ( 1
a

)
.

469. f(z) = 2z3−3z+
√
z−1

z ; найти f ′ ( 1
4

)
.

470. f(x) = 4−5x+2x3−x5. Показать, что f ′(a) = f ′(−a).
В задачах 471–489 продифференцировать указанные

функции.

471.

1) y = (x2 − 3x+ 3)(x2 + 2x− 1);
2) y = (x3 − 3x+ 2)(x4 + x2 − 1);
3) y = (

√
x+ 1)

(
1√
x
− 1
)
;
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4) y =
(

2√
x
−√

3
)(

4x 3
√
x+

3√
x2

3x

)
;

5) y = ( 3
√
x+ 2x)(1 + 3

√
x2 + 3x);

6) y = (x2 − 1)(x2 − 4)(x2 − 9);
7) y = (1 +

√
x)(1 +

√
2x)(1 +

√
3x).

472. y = x+1
x−1 .

473. y = x
x2+1 .

474. s = 3t2+1
t−1 .

475. u = v3−2v
v2+v+1 .

476. y = ax+b
cx+d .

477.
◦
z = x2+1

3(x2−1) + (x2 − 1)(1 − x).

478. u = v5

v3−2 .

479. y = 1−x3

1+x3 .

480. y = 2
x3−1 .

481. u = v2−v+1
a2−3 .

482. y = 1−x3√
π
.

483. z = 1
t2+t+1 .

484. s = 1
t2−3t+6 .

485. y = 2x4

b2−x2 .

486. y = x2+x−1
x3+1 .

487. y = 3
(1−x2)(1−2x3) .

488. y = ax+bx2

am+bm2 .

489. y = a2b2c2

(x−a)(x−b)(x−c) .

490. f(x) = x2 + x+ 1)(x2 − x+ 1); найти f ′(0) и f ′(1).
491. F (x)=(x−1)(x−2)(x−3); найти F ′(0), F ′(1) и F ′(2).
492. F (x) = 1

x+2 + 3
x2+1 ; найти F

′(0) и F ′(−1).

493. s(t) = 3
5−t + t2

5 ; найти s
′(0) и s′(2).

494. y(x) = (1 + x3)
(
5 − 1

x2

)
; найти y′(1) и y′(a).

495. ρ(ϕ) = ϕ
1−ϕ2 ; найти ρ′(2) и ρ′(0).

496. ϕ(z) = a−z
1+z ; найти v

′(1).

497. z(t) = (
√
t3 + 1)t; найти z′(0).
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Основные правила дифференцирования

1) (u± v)′ = u′ ± v′; 3) (uv)′ = u′v + uv′;
2) (Cu)′ = Cu′; 4)

(
u
v

)′
= u′v−uv′

v2
(v �= 0).

Правило дифференцирования сложной функции

Если y = f(u) и u = ϕ(x), т. е. y = f(ϕ(x)), то

y′x = y′uu
′
x

или

dy

dx
=
dy

du
· du
dx
.

3.2.1. Степенные функции

В задачах этого раздела x, y, z, t, u, v, s — независимые
переменные; a, b, c, d, m, n, p, q — постоянные.

466. Продифференцировать функцию:
1) 3x2 − 5x+ 1;
2) x4−1

3x
3+2,5x2−0,3x+0,1;

3) ax2 + bx+ c;
4) 3

√
x+ 3

√
2;

5)
◦

2
√
x− 1

x + 4
√

3;
6) 0,8 4

√
y − y3

0,3 + 1
5y2 ;

7) x
n + n

x + x2

m2 + m2

x2 ;

8) mx2√
x

+ nx
√
x

3√x − p
√
x

x ;

9) mz2+nz+4p
p+q ;

10) 0,1t−
2
3 − 5,2

t1,4 + 2,5
5√t ;

11) (x− 0,5)2;
12)

√
x(x3 −√

x+ 1);
13) (v + 1)2(v − 1);
14) 0,5 − 3(a− x)2;
15) ax3+bx2+c

(a+b)x ;

16)
(
mu+n
p

)3

.

467. f(x) = 3x − 2
√
x; найти f(1); f ′(1); f(4); f ′(4);

f(a2); f ′(a2).
468. f(t) = t2−5t−1

t3 ; найти f(−1); f ′(−1); f ′(2); f ′ ( 1
a

)
.

469. f(z) = 2z3−3z+
√
z−1

z ; найти f ′ ( 1
4

)
.

470. f(x) = 4−5x+2x3−x5. Показать, что f ′(a) = f ′(−a).
В задачах 471–489 продифференцировать указанные

функции.

471.

1) y = (x2 − 3x+ 3)(x2 + 2x− 1);
2) y = (x3 − 3x+ 2)(x4 + x2 − 1);
3) y = (

√
x+ 1)

(
1√
x
− 1
)
;
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В задачах 498–513 продифференцировать данные функции.
498.

1) (x−a)(x−b)(x−c)(x−d);
2) (x2 + 1)4;
3) (1 − x)20;
4) (1 + 2x)30;
5) (1 − x2)10;
6) (5x3 + x2 − 4)5;
7) (x3 − x)6;

8)
(
7x2 − 4

x + 6
)6
;

9) s =
(
t3 − 1

t3 + 3
)4
;

10) y =
(
x+1
x−1

)2

;

11) y =
(

1+x2

1+x

)5
;

12) y=(2x3+3x2+6x+1)4.

499. v = (s+4)2

s+3 .

500. s = t3

(1−t)2 .

501. y = 1+
√
x

1+
√

2x
.

502.
◦
y = 1− 3√2x

1+ 3√2x
.

503. y =
√

1 − x2.

504. y =
(
1 − 2x

1
2

)4

.

505. u =
(

v
1−v
)m
.

506. y = 2
(x2−x+1)2 .

507. y = 1√
a2−x2 .

508. y = 3

√
1

1+x2 .

509. y = 1√
1−x4−x8 .

510. y = 1+x√
1−x .

511. y = x2√
x2+a2 .

512. u = 1
v−√

a2+v2
.

513.
◦
y = 1

3√2x−1
+ 5

4
√

(x2+2)3
.

514. u(v) = (v2 + v + 2)
3
2 ; найти u′(1).

515. y(x) =
√

x+1
x−1 ; найти y

′(2).

516. y(x) =
√

1−x2

1+x2 ; найти y′(0).

3.2.2. Тригонометрические функции

В задачах 517–546 продифференцировать данные функции.
517. y = sinx+ cosx.
518. y = x

1−cosx .
519. y = tg x

x .
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520. ρ = ϕ sinϕ+ cosϕ.
521. z = sinα

α + α
sinα .

522. s = sin t
1+cos t .

523. y = x
sin x+cosx .

524. y = x sin x
1+tg x .

525. y = cos2 x.
526. y = 1

4 tg4 x.
527. y = cosx− 1

3 cos3 x.
528. y = 3 sin2 x− sin3 x.
529.

◦
y = 1

3 tg3 x− tg x+ x.
530. y = x sec2 x− tg x.
531. y = sec2 x+ cosec2 x.
532. y = sin 3x.
533. y = a cos x3 .
534. y = 3 sin(3x+ 5).
535. y = tg x+1

2 .
536. y =

√
1 + 2 tg x.

537. y = sin 1
x .

538. y = sin(sinx).
539. y = cos3 4x.
540. y =

√
tg x

2 .

541. y = sin
√

1 + x2.
542. y = ctg 3

√
1 + x2.

543. y = (1 + sin2 x)4.

544. y =
√

1 + tg
(
x+ 1

x

)
.

545. y = cos2 1−√
x

1+
√
x
.

546. y = sin2(cos 3x).
547.

◦
Вывести формулы:

(sinn x cosnx)′ = n sinn−1 x cos(n+ 1)x;

(sinn x sinnx)′ = n sinn−1 x sin(n+ 1)x;
(cosn x sinnx)′ = n cosn−1 x cos(n+ 1)x;

(cosn x cosnx)′ = −n cosn−1 x sin(n+ 1)x.
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3.2.3. Обратные тригонометрические функции

В задачах 548–572 продифференцировать функции.
548. y = x arcsinx.
549. y = arcsin x

arccosx .
550. y = (arcsinx)2.
551.

◦
y = x arcsinx+

√
1 − x2.

552. y = 1
arcsin x .

553. y = x sinx arctg x.
554. y = arccosx

x .
555. y =

√
x arctgx.

556. y = (arccosx+ arcsinx)n.
557. y = arcsecx.
558. y = x

1+x2 − arctg x.
559. y = arcsin x√

1−x2 .

560. y = x2

arctg x .
561. y = arcsin(x− 1).
562. y = arccos 2x−1√

3
.

563. y = arctgx2.
564. y = arcsin 2

x .
565.

◦
y = arcsin(sinx).

566. y = arctg2 1
x .

567. y =
√

1 − (arccosx)2.
568.

◦
y = arcsin

√
1−x
1+x .

569. y = 1
2

4
√

arcsin
√
x2 + 2x.

570. y = arcsin sinα sinx
1−cosα sinx .

571. y = arccos b+a cosx
a+b cosx .

572. y = arctg(x−√
1 + x2).

3.2.4. Логарифмические функции

В задачах 573–597 продифференцировать функции.
573. y = x2 log3 x.
574. y = ln2 x.
575. y = x lg x.
576. y =

√
lnx.

577. y = x−1
log2 x

.
578. y = x sinx lnx.
579. y = 1

ln x .
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580. y = ln x
xn .

581.
◦
y = 1−ln x

1+ln x .
582. y = lnx

1+x2 .
583. y = xn lnx.
584. y =

√
1 + ln2 x.

585. y = ln(1 − 2x).
586. y = ln(x2 − 4x).
587. y = ln sinx.
588. y = log3(x2 − 1).
589. y = ln tg x.
590. y = ln arccos 2x.
591. y = ln4 sinx.
592. y = arctg[ln(ax+ b)].
593. y = (1 + ln sinx)n.
594. y = log2[log3(log5 x)].
595. y = ln arctg

√
1 + x2.

596. y = arcsin2[ln(a3 + x3)].
597.

◦
y = 3

√
ln sin x+3

4 .

3.2.5. Показательные функции

В задачах 598–633 продифференцировать данные функции.
598. y = 2x.
599. y = 10x.
600. y = 1

3x .
601. y = x

4x .
602. y = x · 10x.
603. y = xex.
604. y = x

ex .
605. y = x3+2x

ex .
606. y = ex cosx.
607. y = ex

sin x .
608. y = cosx

ex .
609.

◦
y = x

2ln x .
610. y = x3 − 3x.
611. y =

√
1 + ex.

612. y − (x2 − 2x+ 3)ex.
613. y = 1+ex

1−ex .
614. y = 1−10x

1+10x .
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615. y = ex

1+x2 .
616.

◦
y = xex(cosx+ sinx).

617. y = e−x.
618. y = 102x−3.
619. y = e

√
x+1.

620. y = sin(2x).
621. y = 3sin x.
622. y = asin3 x.
623. y = earcsin 2x.
624. y = 23x

.
625. y = e

√
ln x.

626. y = sin
(
ex

2+3x−2
)
.

627. y = 101−sin4 3x.
628. y = e

√
ln(ax2+bx+c).

629.
◦
y = ln sin 3

√
arctg e3x.

630. y = ae−b
2x2
.

631. y = x2e−
x2

a2 .
632. y = Ae−k

2x sin(ωx+ α).
633. y = axxa.

3.2.6. Гиперболические функции

В задачах 634–649 продифференцировать данные функции.
634. y = sh3 x.
635. y = ln chx.
636.

◦
y = arctg(th x).

637. y = th(1 − x2).
638. y = sh2 x+ ch2 x.
639. y = ch(shx).
640. y =

√
chx.

641. y = ech
2 x.

642. y = th(ln x).
643. y = x shx− chx.

644. y = 4
√

(1 + th2 x)3.

645. y = 1
2 th x

2 − 1
6 th3 x

2 .

646. y = 4

√
1+th x
1−th x .
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647.
◦
y = 1

2 thx+
√

2
8 ln 1+

√
2 th x

1−√
2 th x

.

648. y = 1
x ch 2x+

√
x sh 2x.

649. y = x2e3x cschx.

3.2.7. Логарифмическое дифференцирование

Если функция y = f(x) упрощается при логарифмирова-
нии, используем формулу (ln y)′ = y′

y , отсюда y
′ = y(ln y)′.

В частности, для степенно-показательной функции y = uv по-
лучаем lny = v lnu, (lny)′ = v′ lnu+v u

′
u , y

′ = uv
(
v′ lnu+v u

′
u

)
.

В задачах 650–666 продифференцировать данные функции,
используя правило логарифмического дифференцирования.

650. y = xx
2
.

651.
◦
y = xx

x

.
652. y = (sinx)cos x.
653. y = (lnx)x.
654. y = (x+ 1)

2
x .

655. y = x3ex
2
sin 2x.

656. y = (x−2)2 3√x+1
(x−5)3 .

657. y = xln x.
658. y = (x+1)3 4√x−2

5
√

(x−3)2
.

659.
◦
y =
√
x sinx

√
1 − ex.

660. y =
√

1−arcsinx
1+arcsin x .

661. y = x
1
x .

662. y = xsin x.

663. y =
(

x
1+x

)x
.

664. y = 2x
√
x.

665. y = (x2 + 1)sin x.

666. y = 3

√
x(x2+1)
(x2−1)2 .

3.2.8. Разные функции

В задачах 667–770 продифференцировать данные
функции.

667. y = (1 + 3
√
x)3.

668. y = a tg
(
x
k + b

)
.

669. y =
√

1 +
√

2px.
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615. y = ex

1+x2 .
616.

◦
y = xex(cosx+ sinx).

617. y = e−x.
618. y = 102x−3.
619. y = e

√
x+1.

620. y = sin(2x).
621. y = 3sinx.
622. y = asin3 x.
623. y = earcsin 2x.
624. y = 23x

.
625. y = e

√
ln x.

626. y = sin
(
ex

2+3x−2
)
.

627. y = 101−sin4 3x.
628. y = e

√
ln(ax2+bx+c).

629.
◦
y = ln sin 3

√
arctg e3x.

630. y = ae−b
2x2
.

631. y = x2e−
x2

a2 .
632. y = Ae−k

2x sin(ωx+ α).
633. y = axxa.

3.2.6. Гиперболические функции

В задачах 634–649 продифференцировать данные функции.
634. y = sh3 x.
635. y = ln chx.
636.

◦
y = arctg(th x).

637. y = th(1 − x2).
638. y = sh2 x+ ch2 x.
639. y = ch(shx).
640. y =

√
chx.

641. y = ech
2 x.

642. y = th(ln x).
643. y = x shx− chx.

644. y = 4
√

(1 + th2 x)3.

645. y = 1
2 th x

2 − 1
6 th3 x

2 .

646. y = 4

√
1+th x
1−th x .
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2
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670. y = arctg(x2 − 3x+ 2).
671. y = lg(x− cosx).
672.

◦
y = 3 cos2 x− cos3 x.

673. y = 5 tg x
5 + tg π

8 .
674. y = 1

3√x+√
x
.

675. y = sin x
2 sin 2x.

676. y = sin ecosx.
677. y = x5 3

√
x6 − 8.

678. y = e−x
2
lnx.

679. y =
(√

x+ 1√
x

)10
.

680. y = arctg x+1
x−1 .

681. y = e2x+3
(
x2 − x+ 1

2

)
.

682. y = 2 sin2 x
cos 2x .

683. y = 1√
3

arctg x
√

3
1−x2 .

684. y = tg x
2 +ctg x

2
x .

685. y = sin2 x
3 ctg x

2 .
686. y =

9√4x5+2
3x4 .

687.
◦
y = ln(x+

√
a2 + x2).

688. y = x arctg
√
x.

689. y =
√

1 + tg2 x+ tg4 x.
690. y = cos 2x lnx.
691.

◦
y = 2

3 arctg x+ 1
3 arctg x

1−x2 .
692. y = arcsin(n sinx).
693. y = arcsin

√
sinx.

694. y = 1
18 sin6 3x− 1

24 sin8 3x.
695. y = x−√

1 − x2 arcsinx.
696. y = cos arcsin x

2 .

697.
◦
y =
√
x+
√
x+

√
x.

698. y = arccos
√

1 − 3x.
699. y = sin2

(
1−lnx
x

)
.

700. y = log3(x2 − sinx).

701. y = arctg
√

1−x
1+x .

702. y = ln x+
√

1−x2

x .
703.

◦
y = x arcsin(lnx).

704. y = tg 1−ex

1+ex .
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705. y = cosx
√

1 + sin2 x.
706. y = 0,4

(
cos 2x+1

2 − sin 0,8x
)2
.

707. y = x · 10
√
x.

708. y = 1
tg2 2x .

709. y = ln arctg 1
1+x .

710. y = ln 1
x+

√
x2−1

.

711. y = 3
√

1 + x
√
x+ 3.

712. y = x2
√

1 +
√
x.

713. y = 1√
1+sin2 x

.

714. y = x3 arctgx3.
715. y = ln sin x

ln cosx .

716. y = arcsinx+
√

1 − x2.
717. y = arcsin 4x

1−4x .
718. y = e

1
ln x .

719. y = ln 1−ex

ex .
720. y = 10x tg x.
721.

◦
y = sin2 x sin x2.

722. y = 2 cosx√
cos 2x

.

723. y = x
√

1−x
1+x2 .

724.
◦
y = 1

4 ln 1+x
1−x − 1

2 arctg x.
725. y = 2

x
ln x .

726. y =
√

(a− x)(x− b) − (a− b) arctg
√

a−x
x−b .

727. y = sin 3x
2 sin2 x cosx

.

728. y = e

√
1−x
1+x .

729.
◦
y =

√
a2 − x2 − a arccos xa .

730. y =
√
x2 + 1 − ln

(
1
x

√
1 + 1

x2

)
.

731. y = sin2 x
1+ctg x + cos2 x

1+tg x .
732.

◦
y = ln(x+

√
x2 − 1) − x√

x2−1
.

733. y = eax(a sinx− cosx).
734.

◦
y = xe1−cosx.

735. y = 1
arctg e−2x .

736. y = ex(sin 3x− 3 cos 3x).
737.

◦
y = 3x3 arcsinx+ (x2 + 2)

√
1 − x2.

738. y = 1√
1+e−

√
x
.
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.
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739. y = 2 arcsin x−2√
6
−√

2 + 4x− x2.

740.
◦
y = ln(ex cosx+ e−x sinx).

741. y = 1+x arctg x√
1+x2 .

742. y = 1
cos(x−cosx) .

743. y = ex sinx cos3 x.
744. y = 11

√
9 + 6 5

√
x9.

745. y = x− ln
(
2ex + 1 +

√
e2x + 4ex + 1

)
.

746.
◦
y = earctg

√
1+ln(2x+3).

747. y = ex2

ex+e−x .
748. y = ln tg x

2 − ctg x ln(1 + sinx) − x.
749. y = 2 ln(2x− 3

√
1 − 4x2) − 6 arcsin 2x.

750. y = 3x2−1
3x3 + ln

√
1 + x2 + arctg x.

751.
◦
y = 1

2 (3 − x)
√

1 − 2x− x2 + 2 arcsin x+1√
2
.

752. y = ln(x sin x
√

1 − x2).
753. y = x

√
1 + x2 sinx.

754. x =
√
x+2(3−x)4
(x+1)5 .

755. y =
√(

1 + xe
√
x
)3
.

756.
◦
y = 1√

x
ex

2−arctgx+ 1
2 ln x+1.

757. y = sin x
4 cos4 x + 3 sin x

8 cos2 x + 3
8 ln 1+tg x

2
1−tg x

2
.

758. y = xex arctg x
ln5 x

.

759. y = (1−x2)e3x−1 cosx
(arccosx)3 .

760.
◦
y= x

√
(x2 +a2)3+ 3a2x

2

√
x2+a2+ 3a4

2 ln(x+
√
x2 +a2).

761.
◦
y = x(arcsinx)2 − 2x+ 2

√
1 − x2 arcsinx.

762. y = ln cos arctg ex−e−x

2 .
763. y = 1

m
√
ab

arctg
(
emx
√

a
b

)
.

764. y = 1
3 ln x+1√

x2−x+1
+ 1√

3
arctg 2x−1√

3
.

765.
◦
y = ln

√
1+x−√

1−x√
1+x+

√
1−x + 2 arctg

√
1−x
1+x .

766. y = (tg 2x)ctg
x
2 .

767. y = 3

√
x−5

5√x2+4
.

768. y = ln 4

√
x2+x+1
x2−x+1 + 1

2
√

3

(
arctg 2x+1√

3
+ arctg 2x−1√

3

)
.

769. y = arccos x
2n−1
x2n+1 .

770. y = − x
1+8x3 + 1

12 ln (1+2x)2

2−2x+4x2 +
√

3
6 arctg 4x−1√

3
.
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771. Доказать, что функция y = ln 1
1+x удовлетворяет со-

отношению xy′ + 1 = ey.
772.

◦
Доказать, что функция

y =
x2

2
+

1
2
x
√
x2 + 1 + ln

√
x+
√
x2 + 1

удовлетворяет соотношению 2y = xy′ + ln y′.
773. Доказать, что функция y = arcsin x√

1−x2 удовлетворяет со-
отношению (1 − x2)y′ − xy = 1.

774. Вычислить суммы:
1) 1 + 2x+ 3x2 + . . .+ nxn−1;
2) 2 + 2 · 3x+ 3 · 4x2 + . . .+ n(n− 1)xn−2.

3.2.9. Обратные функции

Если y = f(x) — обратимая функция и x = f−1(y) —
обратная функция, то при условии y′x �= 0

x′y =
1
y′x
.

775. Допустим, что правило дифференцирования степен-
но́й функции установлено только для целого положительного
показателя. Вывести формулу дифференцирования корня, ис-
пользуя правило дифференцирования обратной функции.

776.
◦
x=earcsiny; найти выражение для dy

dx через y; через x.
777. t = 2 − 3s+ s3; выразить ds

dt через s.
778. u = 1

2 ln 1+v
1−v ; проверить соотношение

du
dv · dvdu = 1.

779. Зная, что функции arcsin
√
x и sin2 x — взаимно об-

ратные функции и что (sin2 x)′ = sin 2x, найти (arcsin
√
x)′.

780.
◦
Обозначим функцию, обратную степенно-показатель-

ной функции y = xx, символом α(x), т. е. положим, что из
y = xx следует x = α(y). Найти формулу для производной от
функции y = α(x).

781. Функции, обратные гиперболическим, обозначаются
символами Arshx, Arshx, Arthx. Найти производные этих
функций.

782. s = te−t; найти dt
ds .

783.
◦
y = 1−x4

1+x4 . Выразить dx
dy через x; через y. Показать

справедливость соотношения dy
dx · dxdy = 1.
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x′y =
1
y′x
.
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776.
◦
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dt через s.
778. u = 1

2 ln 1+v
1−v ; проверить соотношение

du
dv · dvdu = 1.

779. Зная, что функции arcsin
√
x и sin2 x — взаимно об-

ратные функции и что (sin2 x)′ = sin 2x, найти (arcsin
√
x)′.

780.
◦
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ной функции y = xx, символом α(x), т. е. положим, что из
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ds .

783.
◦
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1+x4 . Выразить dx
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справедливость соотношения dy
dx · dxdy = 1.
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784. x = y3 − 4y + 1. Найти dy
dx .

785. t=arcsin 2s. Найти выражение для ds
dt через s; через t.

786. Проверить справедливость соотношения dy
dx · dxdy = 1,

если x и y связаны зависимостью:
1) y = x2 + ax+ b;
2) y = x−n;
3) y = ln(x2 − 1).

3.2.10. Функции, заданные неявно

Если зависимость между x и y задана в форме F (x, y) = 0,
то для нахождения производной y′x = y′ следует продифферен-
цировать уравнение F (x, y) = 0 по x, считая y функцией от x,
и решить полученное уравнение относительно y′.

787. Убедиться дифференцированием в том, что производ-
ные от обеих частей равенства sin2 x = 1−cos2 x тождественно
равны между собой.

788. Убедиться дифференцированием в том, что производ-
ные от обеих частей равенства

2 sin2 x− 1
cosx

+
cosx(2 sinx+ 1)

1 + sinx
= tg x.

тождественно равны друг другу.
789. Чему равен угловой коэффициент касательной, про-

веденной к эллипсу x2

2 + y2

4 = 1 в точке (1,
√

2)?
790. Чему равен угловой коэффициент касательной к ги-

перболе xy = a (a �= 0), проведенной в точке (a, 1)?
791. Чему равен угловой коэффициент касательной к

окружности (x−1)2 +(y+3)2 = 17, проведенной в точке (2,1)?
В задачах 792–812 найти производные функций y, задан-

ных неявно.
792. x

2

a2 + y2

b2 = 1.
793. x

1
2 + y

1
2 = a

1
2 .

794.
◦
x3 + y3 − 3axy = 0.

795. y2 cosx = a2 sin 3x.
796. y3 − 3y + 2ax = 0.
797. y2 − 2xy + b2 = 0.
798. x4 + y4 = x2y2.
799. x3 + ax2y + bxy2 + y3 = 0.
800.

◦
sin(xy) + cos(xy) = tg(x + y).
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801. 2x + 2y = 2x+y.
802. 2y ln y = x.
803. x− y = arcsinx− arcsin y.
804.

◦
xy = yx.

805. y = cos(x+ y).
806. cos(xy) = x.
807. x

2
3 + y

2
3 = a

2
3 .

808. y = 1 + xey.
809. x sin y − cos y + cos 2y = 0.
810.

◦
tg y

2 =
√

1−k
1+k tg x

2 .
811. y sinx− cos(x− y) = 0.
812. y = x+ arctg y.
813.

◦
Убедиться в том, что функция y, определенная урав-

нением xy − ln y = 1, удовлетворяет также соотношению

y2 + (xy − 1)
dy

dx
= 0.

3.2.11. Применения производной

Пусть в точке M(x0, y0) к графику функции y = f(x) про-
ведены касательная и нормаль (см. "Геометрический смысл
производной"), y′0 = f ′(x0). Пусть K(x0, 0), T и N — точки
пересечения с осью Ox, соответственно, касательной и нор-
мали. Следующие отрезки называются: t = TM — отрезок
касательной, St = TK — подкасательная, n = NM — от-
резок нормали, Sn = KN — поднормаль. Их длины: t =
=
∣∣∣ y0y′0√1 + (y′0)2

∣∣∣ , n =
∣∣∣y0√1 + (y′0)2

∣∣∣ , St =
∣∣∣y0y′0
∣∣∣ , Sn = |y0y′0|.

814. На параболе y = x2 взяты две точки с абсциссами
x1 = 1, x2 = 3. Через эти точки проведена секущая. В какой
точке параболы касательная к ней будет параллельна прове-
денной секущей?

815.
◦
Через фокус параболы проведена хорда, перпендику-

лярная к оси параболы. Через точки пересечения этой хорды
с параболой проведены касательные. Доказать, что эти каса-
тельные пересекаются под прямым углом.

816. Составить уравнение касательной и нормали к гипер-
боле y = 1

x в точке с абсциссой x = − 1
2 . Найти подкасатель-

ную и поднормаль.
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817. Показать, что отрезок касательной к гиперболе y = a
x ,

заключенный между осями координат, делится в точке каса-
ния пополам.

818.
◦
Показать, что для гиперболы xy = a площадь тре-

угольника, образованного любой касательной и координатны-
ми осями, равна квадрату полуоси гиперболы.

819. Точка движется по прямой так, что ее расстояние s
от начального пункта через t с равно s = 1

4 t
4 − 4t3 + 16t2.

1) В какие моменты точка была в начальном пункте?
2) В какие моменты ее скорость равна нулю?

820.
◦
Тело массой 3 кг движется прямолинейно по закону

s = 1 + t + t2; s выражено в сантиметрах, t — в секундах.
Определить кинетическую энергию

(
mv2

2

)
тела через 5 с по-

сле начала движения.
821. Угол α поворота шкива в зависимости от времени t

задан функцией α = t2 + 3t− 5. Найти угловую скорость при
t = 5 с.

822. Колесо вращается так, что угол поворота пропорци-
онален квадрату времени. Первый оборот был сделан колесом
за 8 с. Найти угловую скорость ω через 32 с после начала
движения.

823. Угол θ, на который поворачивается колесо через t с,
равен θ = at2−bt+c, где a, b, c — положительные постоянные.
Найти угловую скорость ω движения колеса. В какой момент
времени угловая скорость будет равна нулю?

824. Количество электричества, протекшее через провод-
ник, начиная с момента времени t = 0, дается формулой

Q = 2t2 + 3t+ 1 (Кл).

Найти силу тока в конце пятой секунды.
825.

◦
На линии y = x2(x − 2)2 найти точки, в которых

касательные параллельны оси абсцисс.
826. Показать, что линия y = x5 + 5x− 12 во всех своих

точках наклонена к оси Ox под острым углом.
827. В каких точках линии y = x3 + x − 2 касательная к

ней параллельна прямой y = 4x− 1?
828. Составить уравнения касательных к линии y = x− 1

x
в точках ее пересечения с осью абсцисс.
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829.
◦
Составить уравнение касательной к линии y = x3 +

+ 3x2 − 5, перпендикулярной к прямой 2x− 6y + 1 = 0.

В задачах 830–833 составить уравнения касательной и
нормали к данным линиям.

830. y = sinx в точке M(x0, y0).
831. y = lnx в точке M(x0, y0).
832. y = 8a3

4a2+x2 в точке с абсциссой x = 2a.
833. y2 = x3

2a−x (циссоида) в точке M(x0, y0).
834. Показать, что подкасательная к параболе n-го по-

рядка y = xn равна 1
n -й части абсциссы точки касания. Дать

способ построения касательной к линии y = xn.
835.

◦
Найти подкасательные и поднормали к линии y =

= x3; y2 = x3; xy2 = 1. Дать способы построения касательных
к этим линиям.

836. Составить уравнение касательной и нормали к пара-
боле x2 = 4ay в ее точке (x0, y0); показать, что касательная в
точке с абсциссой x0 = 2am имеет уравнение x = y

m + am.
837.

◦
Хорда параболы y = x2 − 2x + 5 соединяет точки с

абсциссами x1 = 1, x2 = 3. Составить уравнение касательной
к параболе, параллельной хорде.

838. Составить уравнение нормали к линии y = x2−3x+6
x2

в точке с абсциссой x = 3.
839. Составить уравнение нормали к линии y = −√

x+ 2
в точке ее пересечения с биссектрисой первого координатного
угла.

840.
◦
Составить уравнение нормали к параболе y = x2 −

− 6x + 6, перпендикулярной к прямой, соединяющей начало
координат с вершиной параболы.

841. Показать, что нормали к линии y = x2 − x+ 1, про-
веденные в точках с абсциссами x1 = 0, x2 = −1 и x3 = 5

2 ,
пересекаются в одной точке.

842.
◦
В точках пересечения прямой x − y + 1 = 0 и пара-

болы y = x2 − 4x + 5 проведены нормали к параболе. Найти
площадь треугольника, образованного нормалями и хордой,
стягивающей указанные точки пересечения.

843. Показать, что касательные, проведенные к гиперболе
y = x−4

x−2 в точках ее пересечения с осями координат, парал-
лельны между собой.
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болы y = x2 − 4x + 5 проведены нормали к параболе. Найти
площадь треугольника, образованного нормалями и хордой,
стягивающей указанные точки пересечения.

843. Показать, что касательные, проведенные к гиперболе
y = x−4

x−2 в точках ее пересечения с осями координат, парал-
лельны между собой.
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844.
◦
Провести касательную к гиперболе y = x+9

x+5 так,
чтобы она прошла через начало координат.

845. На линии y = 1
1+x2 найти точку, в которой касатель-

ная параллельна оси абсцисс.
846.

◦
Найти уравнение касательной к линии x2(x + y) =

= a2(x− y) в начале координат.
847. Доказать, что касательные к линии y = 1+3x2

3+x2 , про-
веденные в точках, для которых y = 1, пересекаются в начале
координат.

848. Провести нормаль к линии y = x ln x параллельно
прямой 2x− 2y + 3 = 0.

849.
◦
Найти расстояние от начала координат до нормали

к линии y = e2x + x2, проведенной в точке x = 0.
850. Построить график функции y = sin

(
2x− π

3

)
и най-

ти точку пересечения касательных к графику, проведенных в
точках с абсциссой x1 = 0 и x2 = 5π

12 ,
851. Показать, что у линии y = aebx (a и b — постоянные)

подкасательная во всех точках имеет постоянную длину.
852.

◦
Показать, что поднормаль линии y = x ln(cx) (c —

произвольная константа) в любой точке данной линии есть
четвертая пропорциональная к абсциссе, ординате и сумме
абсциссы и ординаты этой точке.

853. Показать, что любая касательная к линии y =
= 1

2

√
x− 4x2 пересекается с осью ординат в точке, одинаково

удаленной от точки касания и от начала координат.
854.

◦
Показать, что касательная к эллипсу x2

a2 + y2

b2 = 1 в
точке M(x0, y0) имеет уравнение xx0

a2 + yy0
b2 = 1.

855. Показать, что касательная

y
MН

ор
м
ал
ь

F2 F10 x

Рис. 3.1

к гиперболе x2

a2 − y2

b2 = 1 в точке
M(x0, y0) имеет уравнение xx0

a2 −
− yy0

b2 = 1.

856. Доказать, что нормаль к
эллипсу в любой его точке делит
пополам угол между фокальными
радиусами (рис. 3.1) этой точки.
Вывести отсюда способ построения
касательной и нормали к эллипсу.
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857. Составить уравнения касательных к гиперболе x2

2 −
− y2

7 = 1, перпендикулярных к прямой 2x+ 4y − 3 = 0.
858. Через начало координат проведена прямая, парал-

лельная касательной к кривой в произвольной ее точке M .
Найти геометрическое место точек P пересечения этой пря-
мой с прямой, параллельной оси ординат и проходящей через
точку M .
Найти такие геометрические места для:
1) параболы y2 = 2px;
2) логарифмики y = logb x;
3) окружности x2 + y2 = a2;
4)

◦
трактрисы y =

√
a2 − x2 − a ln a+

√
a2−x2

x .

В задачах 859–864 найти углы, под которыми пересекают-
ся данные линии.

859.
1) y = x+1

x+2 и y = x2+4x+8
16 ;

2) y = (x − 2)2 и y = 4x− x2 + 4.
860.
1) x2 + y2 = 8 и y2 = 2x;
2) x2 + y2 − 4x = 1 и x2 + y2 + 2y = 9.

861. x2 − y2 = 5 и x2

18 + y2

8 = 1.
862.

◦
x2 + y2 = 8ax и y2 = x3

2a−x .
863.

◦
x2 = 4ay и y = 8a3

x2+4a2 .
864. y = sinx и y = cosx (0 � x � π).
865. Составить уравнение касательной и нормали к линии(x

a

)n
+
(y
b

)n
= 2

в точке с абсциссой, равна a.
866.

◦
Доказать, что сумма отрезков на осях координат,

образуемых касательной к кривой

x
1
2 + y

1
2 = a

1
2 ,

для всех ее точек равна a.
867. Показать, что отрезок касательной к астроиде

x
2
3 + y

2
3 = a

2
3 ,

заключенный между осями координат, имеет постоянную дли-
ну, равную a.
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868.
◦
Доказать, что отрезок касательной к трактрисе

y =
a

2
ln
a+

√
a2 − x2

a−√
a2 − x2

−
√
a2 − x2,

заключенный между осью ординат и точкой касания, имеет
постоянную длину.

869. Показать, что для любой точки M(x0, y0) равнобоч-
ной гиперболы

x2 − y2 = a2

отрезок нормали от точки M до точки пересечения с осью
абсцисс равен полярному радиусу точки M .

870.
◦
Показать, что отрезок, отсекаемый на оси абсцисс

касательной в произвольной точке кривой

a

x2
+

b

y2
= 1,

пропорционален кубу абсциссы точки касания.
871. Доказать, что ордината любой точки линии

2x2y2 − x4 = c

(c — постоянная) есть средняя пропорциональная между абс-
циссой и разностью абсциссы и поднормали, проведенной к
линии в той же точке.

872.
◦
Доказать, что у эллипсов x2

a2 + y2

b2 = 1, у которых ось
2a — общая, а оси 2b различны (рис. 3.2), касательные, про-
веденные в точках с одинаковыми абсциссами, пересекаются
в одной точке, лежащей на оси абсцисс. Воспользовавшись
этим, указать простой прием построения касательной к эл-
липсу.

873. Показать, что линия y = ekx sinmx, касается каждой
из линий y = ekx, y = −ekx во всех общих с ними точках.

874. Для построения касательной к цепной линии y =
= a ch x

a употребляется следующий способ: на ординате MN
точкиM , как на диаметре, строится полуокружность (рис. 3.3)
и откладывается хорда NP = a; прямая MP будет искомой
касательной. Доказать это.

Производная и дифференциал 75
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§ 3.3. ДИФФЕРЕНЦИАЛ.
ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТЬ ФУНКЦИИ

Функция y = f(x) называется дифференцируемой в точке
x0, если ее приращение в этой точке Δy = f(x0 +Δx)−f(x0)
может быть представлено в виде

Δy = kΔx+ o(Δx).

Функция дифференцируема в точке тогда и только тогда, ко-
гда существует производная f ′(x0). В этом случае k = f ′(x0).
Главная часть приращения дифференцируемой функции, ли-
нейная относительно Δx, называется дифференциалом
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функции dy. Дифференциалом независимой переменной яв-
ляется ее приращение (dx = Δx).

dy = y′dx,

отсюда
y′ =

dy

dx
.

Геометрический смысл дифференциала: dy равен приращению
ординаты касательной к графику функции f(x). При прибли-
женных вычислениях полагаем Δy ≈ dy, при этом абсолют-
ная и относительная погрешности этого приближенного ра-
венства стремятся к нулю при Δx → 0. Свойство инвариант-
ности формы дифференциала: если y = f(u), u = g(x), то
dy = f(g(x))′dx = f ′(u)du.

3.3.1. Дифференциал

877.
◦
Найти приращение функции y = x2, соответствую-

щее приращениюΔx независимой переменной. ВычислитьΔy,
если x = 1 и Δx = 0,1; 0,01. Какова будет погрешность (аб-
солютная и относительная) значения Δy, если ограничиться
членом, содержащим Δx в первой степени?

878. Найти приращение Δv объема v шара при измене-
нии радиуса R = 2 на ΔR. Вычислить Δv, если ΔR = 0,5;
0,1, 0,01. Какова будет погрешность значения Δv, если огра-
ничиться членом, содержащим ΔR в первой степени?

879. Дана функция y = x3 + 2x. Найти значения прира-
щения и его линейной главной части, соответствующие изме-
нению x от x = 2 до x = 2,1.

880. Какое приращение получает функция y = 3x2−x при
переходе независимой переменной от значения x = 1 к значе-
нию x = 1,02? Каково значение соответствующей линейной
главной части? Найти отношение второй величины к первой.

881. Дана функция y = f(x). В некоторой точке x дано
приращение Δx = 0,2; соответствующая главная часть прира-
щения функции оказалась равной 0,8. Найти производную в
точке x.

882.
◦
Дана функция f(x) = x2. Известно, что в некоторой

точке приращению независимой переменной Δx = 0,2 соот-
ветствует главная часть приращения функции df(x) = −0,8.
Найти начальное значение независимой переменной.

Производная и дифференциал 77

883. Найти приращение и дифференциал функции y =
= x2 − x при x = 10 и Δx = 0,1. Вычислить абсолютную и
относительную погрешности, которые получаются при замене
приращения дифференциалом. Сделать чертеж.

884. Найти приращение и дифференциал функции y =
=

√
x при x = 4 и Δx = 0,41. Вычислить абсолютную и

относительную погрешности. Сделать чертеж.
885. y = x3 − x. При x = 2 вычислить Δy и dy, давая Δx

значения Δx = 1; Δx = 0,1; Δx = 0,01. Найти соответствую-
щие значения относительной погрешности δ = |Δy−dy|

|Δy| .
886. Найти графически (сделав чертеж на миллиметро-

вой бумаге в большом масштабе) приращение, дифференциал
и вычислить абсолютную и относительную погрешности при
замене приращения дифференциалом для функции y = 2x при
x = 2 и Δx = 0,4.

887. Сторона квадрата равна 8 см. Насколько увеличится
его площадь, если каждую сторону увеличить на:
1)

◦
1 см;

2) 0,5 см;
3) 0,1 см.
Найти главную линейную часть приращения площади это-

го квадрата и оценить относительную погрешность (в процен-
тах) при замене приращения его главной частью.

888. Известно, что при увеличении сторон данного квад-
рата на 0,3 см линейная главная часть приращения площа-
ди составляет 2,4 см2. Найти линейную главную часть прира-
щения площади, соответствующую приращению каждой сто-
роны на:
1) 0,6 см;
2) 0,75 см;
3) 1,2 см.
889. Найти дифференциал функции:
1) 0, 25

√
x;

2)
3√x
0,2 ;

3) 1
0,5x2 ;

4) 1
4x4 ;

5) 1
2
√
x
;

6) 1
n 3√x ;

7)
√
x

a+b ;

8) p
qx ;

9) m−n
x0,2 ;

10) m+n√
x
;



76 Глава 3

функции dy. Дифференциалом независимой переменной яв-
ляется ее приращение (dx = Δx).

dy = y′dx,

отсюда
y′ =

dy

dx
.

Геометрический смысл дифференциала: dy равен приращению
ординаты касательной к графику функции f(x). При прибли-
женных вычислениях полагаем Δy ≈ dy, при этом абсолют-
ная и относительная погрешности этого приближенного ра-
венства стремятся к нулю при Δx → 0. Свойство инвариант-
ности формы дифференциала: если y = f(u), u = g(x), то
dy = f(g(x))′dx = f ′(u)du.

3.3.1. Дифференциал

877.
◦
Найти приращение функции y = x2, соответствую-

щее приращениюΔx независимой переменной. ВычислитьΔy,
если x = 1 и Δx = 0,1; 0,01. Какова будет погрешность (аб-
солютная и относительная) значения Δy, если ограничиться
членом, содержащим Δx в первой степени?

878. Найти приращение Δv объема v шара при измене-
нии радиуса R = 2 на ΔR. Вычислить Δv, если ΔR = 0,5;
0,1, 0,01. Какова будет погрешность значения Δv, если огра-
ничиться членом, содержащим ΔR в первой степени?

879. Дана функция y = x3 + 2x. Найти значения прира-
щения и его линейной главной части, соответствующие изме-
нению x от x = 2 до x = 2,1.

880. Какое приращение получает функция y = 3x2−x при
переходе независимой переменной от значения x = 1 к значе-
нию x = 1,02? Каково значение соответствующей линейной
главной части? Найти отношение второй величины к первой.

881. Дана функция y = f(x). В некоторой точке x дано
приращение Δx = 0,2; соответствующая главная часть прира-
щения функции оказалась равной 0,8. Найти производную в
точке x.

882.
◦
Дана функция f(x) = x2. Известно, что в некоторой

точке приращению независимой переменной Δx = 0,2 соот-
ветствует главная часть приращения функции df(x) = −0,8.
Найти начальное значение независимой переменной.
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883. Найти приращение и дифференциал функции y =
= x2 − x при x = 10 и Δx = 0,1. Вычислить абсолютную и
относительную погрешности, которые получаются при замене
приращения дифференциалом. Сделать чертеж.

884. Найти приращение и дифференциал функции y =
=

√
x при x = 4 и Δx = 0,41. Вычислить абсолютную и

относительную погрешности. Сделать чертеж.
885. y = x3 − x. При x = 2 вычислить Δy и dy, давая Δx

значения Δx = 1; Δx = 0,1; Δx = 0,01. Найти соответствую-
щие значения относительной погрешности δ = |Δy−dy|

|Δy| .
886. Найти графически (сделав чертеж на миллиметро-

вой бумаге в большом масштабе) приращение, дифференциал
и вычислить абсолютную и относительную погрешности при
замене приращения дифференциалом для функции y = 2x при
x = 2 и Δx = 0,4.

887. Сторона квадрата равна 8 см. Насколько увеличится
его площадь, если каждую сторону увеличить на:
1)

◦
1 см;

2) 0,5 см;
3) 0,1 см.
Найти главную линейную часть приращения площади это-

го квадрата и оценить относительную погрешность (в процен-
тах) при замене приращения его главной частью.

888. Известно, что при увеличении сторон данного квад-
рата на 0,3 см линейная главная часть приращения площа-
ди составляет 2,4 см2. Найти линейную главную часть прира-
щения площади, соответствующую приращению каждой сто-
роны на:
1) 0,6 см;
2) 0,75 см;
3) 1,2 см.
889. Найти дифференциал функции:
1) 0, 25

√
x;

2)
3√x
0,2 ;

3) 1
0,5x2 ;

4) 1
4x4 ;

5) 1
2
√
x
;

6) 1
n 3√x ;

7)
√
x

a+b ;

8) p
qx ;

9) m−n
x0,2 ;

10) m+n√
x
;
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11) (x2 + 4x+ 1)(x2 −√
x);

12) x3+1
x3−1 ;

13) 1
1−t2 ;

14) (1 + x− x2)3;
15) tg2 x;

16) 5ln tg x;

17) 2−
1

cos x ;

18)
◦

ln tg
(
π
2 − x

4

)
;

19) cosx
1−x2 ;

20)
√

arcsinx+ (arctg x)2;

21) 3 arcsinx− 4 arctgx+ 1
2 arccosx− 7

2 arctg x;
22) 3−

1
x2 + 3x3 − 4

√
x.

890. Вычислить значение дифференциала функции:
1) y = 1

(tg x+1)2 при изменении независимой переменной
от x = π

6 до x = 61π
360 ;

2) y = cos2 ϕ при изменении ϕ от 60◦ до 60◦30′;
3) y = sin 2ϕ при изменении ϕ от π

6 до
61π
360 ;

4) y = sin 3ϕ при изменении ϕ от π
6 до

61π
360 ;

5) y = sin θ
3 при изменении θ от

π
6 до

61π
360 .

891. Найти приближенное значение приращения функции
y = sinx при изменении x от 30◦ до 30◦1′. Чему равен sin 30◦1′?

892.
◦
Найти приближенное значение приращения функ-

ции y = tg x при изменении x от 45◦ до 45◦10′.
893. Найти приближенное значение приращения функции

y = 1+cos x
1−cosx при изменении x от

π
3 до

π
3 + 1

100 .

894. ρ = k
√

cos 2ϕ; найти dρ.
895. y=3

1
x + 1

22x +6
√
x. Вычислить dy при x=1 и dx=0,2.

896. Вычислить приближенно sin 60◦3′, sin 60◦18′. Сопо-
ставить полученные результаты с табличными значениями.

897. Проверить, что функция y = 1+ln x
x−x ln x удовлетворяет

соотношению 2x2 dy = (x2y2 + 1) dx.
898. Проверить, что функция y, определенная уравнени-

ем arctg y
x = ln

√
x2 + y2, удовлетворяет соотношению x(dy −

− dx) = y(dy + dx).
899. f(x) = e0,1x(1−x). Подсчитать приближенно f(1,05).
900.

◦
Вычислить arctg 1,02; arctg 0,97.

901. Вычислить приближенно
√

2,0372−3
2,0372+5 .

902. Вычислить приближенно arcsin 0,4983.
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903.
◦
Если длина тяжелой

A

l l

f
B

Рис. 3.4

нити (провода, цепи) (рис. 3.4)
равна 2s, полупролет l, а стрел-
ка провеса f , то имеет место
приближенное равенство s =
= l
(
1 + 2

3
f2

l2

)
.

1) Подсчитать, какое изменение произойдет в длине нити
при изменении ее стрелки провеса f на величину df .

2) Если учесть изменение длины провода ds (например,
от изменения температуры или нагрузки), то как из-
менится при этом стрелка провеса?

904. Сравнить погрешности при нахождении угла по его
тангенсу и по его синусу с помощью логарифмических таблиц,
т. е. сопоставить точность нахождения угла x по формулам
lg sinx = y и lg tg x = z, если y и z даны с одинаковыми
погрешностями.

905. При технических расчетах часто сокращают π и
√
g

(g — ускорение силы тяжести), когда одно из этих чисел стоит
в числителе, а другое в знаменателе. Какую относительную
погрешность делают при этом?

906. Выразить дифференциал сложной функции через неза-
висимую переменную и ее дифференциал:
1) y = 3

√
x2 + 5x, x = t3 + 2t+ 1;

2) s = cos2 z, z = t2−1
4 ;

3) z = arctg v, v = 1
tg s ;

4) v = 3−
1
x , x = ln tg s;

5) s = ez, z = 1
2 ln t, t = 2u2 − 3u+ 1;

6) y = ln tg u
2 , u = arcsin v, v = cos 2x.

3.3.2. Дифференцируемость функций

907.
◦
Функция y = |x| непрерывна при любом x. Убедить-

ся, что при x = 0 она недифференцируема.
908. Исследовать непрерывность и дифференцируемость

функции y = |x3| при x = 0.
909. Функция f(x) определена следующим образом: f(x)=

=1+x для x � 0; f(x) = x для 0 < x < 1; f(x) = 2 − x для
1 � x � 2 и f(x) = 3x− x2 для x > 2. Исследовать непрерыв-
ность f(x) и выяснить существование и непрерывность f ′(x).
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910. Функция y = | sinx| непрерывна при любом x. Убе-
диться, что при x = 0 она недифференцируема. Имеются ли
другие значения независимой переменной, при которых функ-
ция недифференцируема?

911. Исследовать непрерывность и дифференцируемость
функции y = e−|x| при x = 0.

912.
◦
f(x) = x2 sin 1

x при x �= 0, f(0) = 0. Будет ли функ-
ция f(x) дифференцируемой при x = 0?

913. f(x) =
√
x+1−1√
x

при x �= 0, f(0) = 0. Будет ли функ-
ция f(x) при x = 0 непрерывной и дифференцируемой?

914. Дана функция f(x) = 1 + 3
√

(x− 1)2. Показать, что
при x = 1 из приращения функции нельзя выделить линейную
главную часть, и поэтому f(x) при x = 1 не имеет производ-
ной. Истолковать результат геометрически.

915.
◦
f(x) = x arctg 1

x при x �= 0, f(0) = 0. Будет ли функ-
ция f(x) при x = 0 непрерывной, дифференцируемой? Истол-
ковать результат геометрически.

916.
◦
f(x) = x

1+e
1
x
при x �= 0, f(0) = 0. Будет ли функция

f(x) при x = 0 непрерывной, дифференцируемой?

§ 3.4. ПРОИЗВОДНАЯ КАК СКОРОСТЬ ИЗМЕНЕНИЯ
(ДАЛЬНЕЙШИЕ ПРИМЕРЫ)

3.4.1. Относительная скорость

917. Точка движется по архимедовой спирали ρ = aϕ.
Найти скорость изменения полярного радиуса ρ относительно
полярного угла ϕ.

918. Точка движется по логарифмической спирали ρ =
= eaϕ. Найти скорость изменения полярного радиуса, если
известно, что он вращается с угловой скоростью ω. Полярная
ось служит осью абсцисс, полюс — началом системы декарто-
вых координат.

919.
◦
Точка движется по окружности ρ = 2r cosϕ. Найти

скорость изменения абсциссы и ординаты точки, если поляр-
ный радиус вращается с угловой скоростью ω. Полярная ось
служит осью абсцисс, полюс — началом системы декартовых
координат.
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920. Круг радиуса R катится без скольжения по прямой.
Центр круга движется с постоянной скоростью v. Найти ско-
рости изменения абсциссы x и ординаты y для точки, лежащей
на границе круга.

921.
◦
Барометрическое давление p изменяется с высотой

h в соответствии с функцией ln p
p0

= ch, где через p0 обо-
значено нормальное давление, а c — постоянная. На высоте
5540 м давление достигает половины нормального; найти ско-
рость изменения барометрического давления с высотой.

922. y связан с x соотношением y2 = 12x. Аргумент x
возрастает равномерно со скоростью 2 единицы в секунду.
С какой скоростью возрастает y при x = 3?

923. Ордината точки, описывающей окружность x2 +
+ y2 = 25, убывает со скоростью 1,5 см/с. С какой скоро-
стью изменяется абсцисса точки, когда ордината становится
равной 4 см?

924.
◦
В какой точке эллипса 16x2 + 9y2 = 400 ордината

убывает с такой же скоростью, с какой абсцисса возрастает?
925. Сторона квадрата увеличивается со скоростью v. Ка-

кова скорость изменения периметра и площади квадрата в тот
момент, когда сторона его равна a?

926. Радиус круга изменяется со скоростью v. Какова ско-
рость изменения длины окружности и площади круга в тот
момент, когда его радиус равен r?

927.
◦
Радиус шара изменяется со скоростью v. С какой

скоростью изменяются объем и поверхность шара?
928. При каком значении угла синус изменяется вдвое

медленнее аргумента?
929. При каком значении угла скорости изменения синуса

и тангенса одного и того же угла одинаковы?
930.

◦
Скорость роста синуса увеличилась в n раз. Во сколь-

ко раз при этом изменилась скорость роста тангенса?
931. Предполагая, что объем ствола дерева пропорциона-

лен кубу его диаметра и что последний равномерно увеличи-
вается из года в год, показать, что скорость роста объема,
когда диаметр равен 90 см, в 25 раз больше скорости, когда
диаметр равен 18 см.
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√
x+1−1√
x

при x �= 0, f(0) = 0. Будет ли функ-
ция f(x) при x = 0 непрерывной и дифференцируемой?

914. Дана функция f(x) = 1 + 3
√

(x− 1)2. Показать, что
при x = 1 из приращения функции нельзя выделить линейную
главную часть, и поэтому f(x) при x = 1 не имеет производ-
ной. Истолковать результат геометрически.

915.
◦
f(x) = x arctg 1

x при x �= 0, f(0) = 0. Будет ли функ-
ция f(x) при x = 0 непрерывной, дифференцируемой? Истол-
ковать результат геометрически.

916.
◦
f(x) = x

1+e
1
x
при x �= 0, f(0) = 0. Будет ли функция

f(x) при x = 0 непрерывной, дифференцируемой?

§ 3.4. ПРОИЗВОДНАЯ КАК СКОРОСТЬ ИЗМЕНЕНИЯ
(ДАЛЬНЕЙШИЕ ПРИМЕРЫ)

3.4.1. Относительная скорость

917. Точка движется по архимедовой спирали ρ = aϕ.
Найти скорость изменения полярного радиуса ρ относительно
полярного угла ϕ.

918. Точка движется по логарифмической спирали ρ =
= eaϕ. Найти скорость изменения полярного радиуса, если
известно, что он вращается с угловой скоростью ω. Полярная
ось служит осью абсцисс, полюс — началом системы декарто-
вых координат.

919.
◦
Точка движется по окружности ρ = 2r cosϕ. Найти

скорость изменения абсциссы и ординаты точки, если поляр-
ный радиус вращается с угловой скоростью ω. Полярная ось
служит осью абсцисс, полюс — началом системы декартовых
координат.
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920. Круг радиуса R катится без скольжения по прямой.
Центр круга движется с постоянной скоростью v. Найти ско-
рости изменения абсциссы x и ординаты y для точки, лежащей
на границе круга.

921.
◦
Барометрическое давление p изменяется с высотой

h в соответствии с функцией ln p
p0

= ch, где через p0 обо-
значено нормальное давление, а c — постоянная. На высоте
5540 м давление достигает половины нормального; найти ско-
рость изменения барометрического давления с высотой.

922. y связан с x соотношением y2 = 12x. Аргумент x
возрастает равномерно со скоростью 2 единицы в секунду.
С какой скоростью возрастает y при x = 3?

923. Ордината точки, описывающей окружность x2 +
+ y2 = 25, убывает со скоростью 1,5 см/с. С какой скоро-
стью изменяется абсцисса точки, когда ордината становится
равной 4 см?

924.
◦
В какой точке эллипса 16x2 + 9y2 = 400 ордината

убывает с такой же скоростью, с какой абсцисса возрастает?
925. Сторона квадрата увеличивается со скоростью v. Ка-

кова скорость изменения периметра и площади квадрата в тот
момент, когда сторона его равна a?

926. Радиус круга изменяется со скоростью v. Какова ско-
рость изменения длины окружности и площади круга в тот
момент, когда его радиус равен r?

927.
◦
Радиус шара изменяется со скоростью v. С какой

скоростью изменяются объем и поверхность шара?
928. При каком значении угла синус изменяется вдвое

медленнее аргумента?
929. При каком значении угла скорости изменения синуса

и тангенса одного и того же угла одинаковы?
930.

◦
Скорость роста синуса увеличилась в n раз. Во сколь-

ко раз при этом изменилась скорость роста тангенса?
931. Предполагая, что объем ствола дерева пропорциона-

лен кубу его диаметра и что последний равномерно увеличи-
вается из года в год, показать, что скорость роста объема,
когда диаметр равен 90 см, в 25 раз больше скорости, когда
диаметр равен 18 см.
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3.4.2. Функции, заданные параметрически

Если функция задана параметрически уравнениями{
x = ϕ(t)
y = ψ(t)

,

то
y′x =

y′t
x′t
.

932. Проверить, лежит ли заданная декартовыми коорди-
натами точка на линии, уравнение которой дано в параметри-
ческой форме.
1) Лежит ли точка (5, 1) на окружности x = 2 + 5 cos t,

y = −3 + 5 sin t?
2) Лежит ли точка (2,

√
3) на окружности x = 2 cos t,

y = 2 sin t?
933. Построить графики функций, заданных параметри-

чески:
1) x = 3 cos t, y = 4 sin t;
2) x = t2 − 2t, y = t2 + 2t;
3) x = cos t, y = t+ 2 sin t;
4) x = 2t−1, y = 1

4 (t3 + 1).
934. Из уравнений, параметрически задающих функцию,

исключить параметр:
1) x = 3t, y = 6t− t2;
2) x = cos t, y = sin 2t;
3) t3 + 1, y = t2;
4) x = ϕ− sinϕ, y = 1 − cosϕ;
5) x = tg t, y = sin 2t+ 2 cos 2t.
935. Найти значение параметра, соответствующее задан-

ным координатам точки на линии, уравнение которой дано в
параметрической форме:
1)

◦
x = 3(2 cos t− cos 2t), y = 3(2 sin t− sin 2t); (−9, 0);

2) x = t2 + 2t, y = t3 + t; (3, 2);
3) x = 2 tg t, y = 2 sin2 t+ sin 2t; (2, 2);
4) x = t2 − 1, y = t3 − t; (0, 0).
В задачах 936–945 найти производные от y по x.
936. x = a cosϕ, y = b sinϕ.
937.

◦
x = a cos2 ϕ, y = b sin2 ϕ.
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938. x = a(ϕ− sinϕ), y = a(1 − cosϕ).
939. x = 1 − t2, y = t− t3.
940. x = t+1

t , y = t−1
t .

941.
◦
x = ln(1 + t2), y = t− arctg t.

942. x = ϕ(1 − sinϕ), y = ϕ cosϕ.
943. x = 1+t2

t2−1 , y = t
t2−1 .

944. x = et sin t, y = et cos t.
945.

◦
x = 3at

1+t3 , y = 3at2

1+t3 .
В задачах 946–949 найти угловые коэффициенты касатель-

ных к данным линиям.
946. x = 3 cos t, y = 4 sin t в точке

(
3
√

2
2 , 2

√
2
)
.

947. x = t− t4, y = t2 − t3 в точке (0, 0).
948. x = t3 + 1, y = t2 + t+ 1 в точке (1, 1).
949. x = 2 cos t, 4y = sin t в точке

(
1,−

√
3

2

)
.

950. Для линии, заданной в параметрической форме, ука-
зать связь между параметром t и углом α, образованным ка-
сательной к линии с осью абсцисс:
1) x = cos t+ t sin t− t2

2 cos t, y = sin t− t cos t− t2

3 sin t;
2)

◦
x = a cos3 t, y = a sin3 t;

3) x = a cos t
√

2 cos 2t, y = a sin t
√

2 cos t.
951. Убедиться в том, что функция, заданная параметри-

чески уравнениями x = 2t + 3t2, y = t2 + 2t3, удовлетворяет
соотношению y = y′2 + 2y′3 (штрихом обозначено дифферен-
цирование по x, т. е. y′ = dy

dx ).
952.

◦
Убедиться в том, что функция, заданная парамет-

рически уравнениями x = 1+t
t3 , y = 3

2t2 + 2
t , удовлетворяет

соотношению xy′3 = 1 + y′ (y′ = dy
dx ).

953. Убедиться в том, что функция, заданная параметри-
чески уравнениями x = ch2t, y = sh2t, удовлетворяет соотно-
шению

yy′ − x = 0 (y′ =
dy

dx
).

954. Убедиться в том, что функция, заданная параметри-
чески уравнениями x = 1√

1+t2
− ln 1+

√
1+t2

t , y = 1√
1+t2

, удо-
влетворяет соотношению

y
√

1 + y′2 = y′ (y′ =
dy

dx
).
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955. Убедиться в том, что функция, заданная парамет-
рически уравнениями x = 1+ln t

t2 , y = 3+2 ln t
t , удовлетворяет

соотношению yy′ = 2xy′2 + 1 (y′ = dy
dx).

956. Найти углы, под которыми пересекаются линии:
1)

◦
y = x2 и x = 5

3 cos t, y = 5
4 sin t;

2) x = a cosϕ, y = a sinϕ и x = at2

1+t2 , y = at
√

3
1+t2 .

957.
◦
Показать, что при любом положении производящего

круга циклоиды касательная и нормаль в соответствующей
точке циклоиды проходят через его высшую и низшую точки.

958. Найти длины касательной, нормали, подкасательной
и поднормали к кардиоиде x = a(2 cos t−cos 2t), y = a(2 sin t−
− sin 2t) в произвольной ее точке.

959. Найти длины касательной, нормали, подкасательной
и поднормали к астроиде x = a sin3 t, y = a cos3 t в произволь-
ной ее точке.

960.
◦
Доказать, что касательная к окружности x2+y2=

=a2 служит нормалью к эвольвенте окружности x = a(cos t+
+ t sin t), y = a(sin t− t cos t).

961. Найти длины касательной, нормали, подкасательной
и поднормали эвольвенты окружности (см. уравнения послед-
ней в предыдущей задаче).

962.
◦
Доказать, что отрезок нормали к кривой x = 2a sin t+

+ a sin t cos2 t, y = −a cos3 t, заключенный между осями коор-
динат, равен 2a.
В задачах 963–966 составить уравнения касательной и

нормали к данным линиям в указанных точках.
963. x = 2et, y = e−t при t = 0.
964. x = sin t, y = cos 2t при t = π

6 .
965. x = 2 ln ctg t+ 1, y = tg t+ ctg t при t = π

4 .
966.

1)
◦
x = 3at

1+t2 , y = 3at2

1+t2 при t = 2;
2) x = t(t cos t− 2 sin t), y = t(t sin t+ 2 cos t) при t = π

4 ;
3) x = sin t, y = at при t = 0.
967. Показать, что в двух точках кардиоиды (см. зада-

чу 958), соответствующих значениям параметра t, отличаю-
щимся на 2

3π, касательные параллельны.
968.

◦
Доказать, что если OT и ON — перпендикуляры,

опущенные из начала координат на касательную и нормаль к
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астроиде в любой ее точке (см. задачу 959), то

4 ·OT 2 +ON2 = a2.

969. Найти длину перпендикуляра, опущенного из начала
координат на касательную к линии

2x = a(3 cos t+ cos 3t), 2y = a(3 sin t+ sin 3t).

Показать, что 4ρ2 = 3p2 + 4a2, где ρ — полярный радиус дан-
ной точки, а p — длина указанного перпендикуляра.

3.4.3. Скорость изменения полярного радиуса

970.
◦
Дана окружность ρ = 2r sinϕ. Найти угол θ между

полярным радиусом и касательной и угол α между полярной
осью и касательной.

971. Доказать, что у параболы ρ = a sec2 ϕ
2 сумма углов,

образованных касательной с полярным радиусом и с поляр-
ной осью, равна двум прямым. Использовать это свойство для
построения касательной к параболе.

972.
◦
Дана линия ρ = a sin3 ϕ

3 (конхоида); показать, что
α = 4θ (обозначения те же, что в задаче 970).

973. Показать, что две параболы ρ= asec2 ϕ
2 и ρ= bcosec2 ϕ2

пересекаются под прямым углом.
974. Найти тангенс угла между полярной осью и каса-

тельной к линии ρ = sec2 ϕ в точках, в которых ρ = 2a.
975. Найти тангенс угла между полярной осью и каса-

тельной в начале координат:
1) к линии ρ = sin3 ϕ,
2) к линии ρ = sin 3ϕ.
976.

◦
Показать, что две кардиоиды ρ = a(1 + cosϕ) и ρ =

= a(1 − cosϕ) пересекаются под прямым углом.
977.

◦
Уравнение линии в полярных координатах задано па-

раметрически: ρ = f1(t), ϕ = f2(t). Выразить тангенс угла θ
между касательной и полярным радиусом в виде функции t.

978. Линия задана уравнениями ρ = at3, ϕ = bt2. Найти
угол между полярным радиусом и касательной.

979. Дан эллипс x = a cos t, y = b sin t. Выразить поляр-
ный радиус ρ и полярный угол ϕ как функции параметра t.
Использовать полученную форму задания эллипса для вычис-
ления угла между касательной и полярным радиусом.
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6 .
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4 .
966.

1)
◦
x = 3at

1+t2 , y = 3at2
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4 ;
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◦
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астроиде в любой ее точке (см. задачу 959), то

4 ·OT 2 +ON2 = a2.
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ной точки, а p — длина указанного перпендикуляра.

3.4.3. Скорость изменения полярного радиуса
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2 сумма углов,
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◦
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◦
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◦
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ный радиус ρ и полярный угол ϕ как функции параметра t.
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П о л я р н о й п о д к а с а т е л ь н о й называ-
ется проекция отрезка касательной от точки касания до ее
пересечения с перпендикуляром, восставленным к полярному
радиусу в полюсе, на этот перпендикуляр. Аналогично опре-
деляется п о л я р н а я п о д н о р м а л ь. Учитывая это,
решить задачи 980–984.

980.
◦
Вывести формулу для полярной подкасательной и

полярной поднормали линии ρ = f(ϕ).
981.

◦
Показать, что длина полярной подкасательной ги-

перболической спирали ρ = a
ϕ постоянна.

982. Показать, что длина полярной поднормали архиме-
довой спирали ρ = αϕ постоянна.

983. Найти длину полярной подкасательной логарифми-
ческой спирали ρ = aϕ.

984.
◦
Найти длину полярной поднормали логарифмической

спирали ρ = aϕ.

3.4.4. Скорость изменения длины

Если кривая задана параметрически уравнениями{
x = ϕ(t)
y = ψ(t)

,

и на кривой выбрана начальная точкаM(x0, y0), то длина дуги
s от точкиM до переменной точки X(x,y), где x=ϕ(t), y=ψ(t)
является функцией от t. Дифференциал этой функции
ds =

√
ϕ′2 + ψ′2 dt; если y = f(x), ds =

√
1 + f ′2 dx.

В задачах 985–999 через s обозначена длина дуги соответ-
ствующей линии.

985. Прямая y = ax+ b; ds
dx =?

986. Окружность x2 + y2 = r2; dsdx =?
987.

◦
Эллипс x2

a2 + y2

b2 = 1; dsdy =?
988. Парабола y2 = 2px; ds =?
989. Полукубическая парабола y2 = ax3; dsdy =?
990.

◦
Синусоида y = sinx; ds =?

991. Цепная линия y = ex+e−x

2 (y = chx); dsdx =?
992. Окружность x = r cos t, y = r sin t; dsdt =?
993.

◦
Циклоида x = a(t− sin t), y = a(1 − cos t); dsdt =?

994. Астроида x = a cos3 t, y = a sin3 t; ds =?
995. Архимедова спираль x = at sin t, y = at cos t; ds =?
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996.
◦
Кардиоида x = a(2 cos t−cos 2t), y = a(2 sin t−sin 2t);

ds =?
997. Трактриса x = a

(
cos t+ ln tg t

2

)
, y = a sin t; ds =?

998.
◦
Развертка окружности

x = a(cos t+ t sin t), y = a(sin t− t cos t);
ds

dt
=?

999. Гипербола x = a ch t, y = a sh t; ds =?

3.4.5. Скорость движения

1000.
◦
Лестница длиной 10 м одним концом прислонена к

вертикальной стене, а другим — опирается о пол. Нижний ко-
нец отодвигается от стены со скоростью 2 м/мин. С какой ско-
ростью опускается верхний конец лестницы, когда основание
ее отстоит от стены на 6 м? Как направлен вектор скорости?

1001. Поезд и воздушный шар отправляются в один и тот
же момент из одного пункта. Поезд движется равномерно со
скоростью 50 км/ч, шар поднимается (тоже равномерно) со
скоростью 10 км/ч. С какой скоростью они удаляются друг от
друга? Как направлен вектор скорости?

1002. Человек, рост которого 1,7 м, удаляется от источни-
ка света, находящегося на высоте 3 м, со скоростью 6, 34 км/ч.
С какой скоростью перемещается тень его головы?

1003.
◦
Лошадь бежит по окружности со скоростью 20 км/ч.

В центре окружности находится фонарь, а по касательной к
окружности в точке, откуда лошадь начинает бег, расположен
забор. С какой скоростью перемещается тень лошади вдоль
забора в момент, когда она пробежит 1/8 окружности?

§ 3.5. ПОВТОРНОЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ

3.5.1. Функции, заданные в явном виде

Производная от производной функции y = f(x) называется
второй производной функции y и обозначается y′′, d2y

dx2 или
f ′′(x). Производная n-го порядка определяется по индукции:
y(n) = (y(n−1))′.

1006. y = x2 − 3x+ 2; y′′ =?
1007. y = 1 − x2 − x4; y′′′ =?
1008. f(x) = (x + 10)6; f ′′′(2) =?
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1009.
◦
f(x) = x6 − 4x3 + 4; f IV(1) =?

1010. y = (x2 + 1)3; y′′ =?
1011.

◦
y = cos2 x; y′′′ =?

1012. f(x) = e2x−1; f ′′(0) =?
1013. f(x) = arctg x; f ′′(1) =?
1014. f(x) = 1

1−x ; f
V(x) =?

1015.
◦
y = x3 lnx; yIV =?

1016. f(x) = a
xn ; f ′′(x) =?

1017. ρ = a sin 2ϕ; d
4ρ
dϕ4 =?

1018.
◦
y = 1−x

1+x ; y
(n) =?

В задачах 1019–1028 найти вторые производные от функций.

1019. y = xex
2
.

1020. y = 1
1+x3 .

1021.
◦
y = (1 + x2) arctg x.

1022. y =
√
a2 − x24.

1023. y = ln(x+
√

1 + x2).
1024. y = 1

a+
√
x
.

1025.
◦
y = e

√
x.

1026. y =
√

1 − x2 arcsinx.
1027.

◦
y = arcsin(a sinx).

1028. y = xx.

В задачах 1029–1040 найти общие выражения для произ-
водных порядка n от функций:

1029. y = eax.
1030. y = e−x.
1031.

◦
y = sinax+ cos bx.

1032. y = sin2 x.
1033.

◦
y = xex.

1034. y = x ln x.
1035. y = 1

ax+b .
1036.

◦
y = ln(ax+ b).

1037. y = loga x.
1038.

◦
y = x

x2−1 .
1039. y = 1

x2−3x+2 .
1040.

◦
y = sin4 x+ cos4 x.

1041.
◦
Доказать, что функция y = (x2 −1)n удовлетворяет

соотношению (x2 − 1)y(n+2) + 2xy(n+1) − n(n+ 1)y(n) = 0.
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1042. Доказать, что функция y = ex sinx удовлетворяет
соотношению y′′ − 2y′ + 2y = 0, а функция y = e−x sinx —
соотношению y′′ + 2y′ + 2y = 0.

1043. Доказать, что функция y = x−3
x+4 удовлетворяет со-

отношению 2y′2 = (y − 1)y′′.
1044.

◦
Доказать, что функция y =

√
2x− x2 удовлетворя-

ет соотношению y3y′′ + 1 = 0.
1045. Доказать, что функция y = e4x+2e−x удовлетворя-

ет соотношению y′′′ − 13y′ − 12y = 0.
1046. Доказать, что функция y = e

√
x + e−

√
x удовлетво-

ряет соотношению xy′′ + 1
2y

′ − 1
4y = 0.

1047. Доказать, что функция y = cos ex + sin ex удовле-
творяет соотношению y′′ − y′ + ye2x = 0.

1048. Доказать, что функция y = A sin(ωt+ω0)+B cos(ωt+
+ω0) (A, B, ω, ω0 — постоянные) удовлетворяет соотношению
d2y
dt2 + ω2y = 0.
1049. Доказать, что функция a1e

nx+a2e
−nx+a3 cosnx+

+ a4 sinnx (a1, a2, a3, a4, n — постоянные) удовлетворяет
соотношению d4y

dx4 = n4y.
1050.

◦
Доказать, что функция y = sin(n arcsinx) удовле-

творяет соотношению (1 − x2)y′′ − xy′ + n2y = 0.
1051. Доказать, что функция eα arcsin x удовлетворяет со-

отношению (1 − x2)y′′ − xy′ − α2y = 0.
1052. Доказать, что функция y = (x +

√
x2 + 1)k удовле-

творяет соотношению (1 + x2)y′′ + xy′ − k2y = 0.

1053.
◦
Доказать, что выражение S = y′′′

y′ − 3
2

(
y′′

y′

)2
не

изменится, если заменить y на 1
y , т. е. если положить y =

= 1
y1
, то

y′′′1

y′1
− 3

2

(
y′′1
y′1

)2

= S.

1054. Дано y = f(x). Выразить d2x
dy2 через

dy
dx и

d2y
dx2 . Пока-

зать, что формулу R = 1+y′2)
3
2

y′′ можно преобразовать к виду

R
2
3 =

1(
d2y
dx2

) 2
3

+
1(

d2x
dy2

) 2
3
.

1055.
◦
Дано: F (x) = f(x)ϕ(x), при этом f ′(x)ϕ′(x) = C.

Доказать, что F ′′
F = f ′′

f + ϕ′′

ϕ + 2C
f ·ϕ и

F ′′′
F = f ′′′

f + ϕ′′′

ϕ .
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√
x + e−

√
x удовлетво-
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2y

′ − 1
4y = 0.
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◦
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√
x2 + 1)k удовле-
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◦
Доказать, что выражение S = y′′′

y′ − 3
2

(
y′′

y′

)2
не

изменится, если заменить y на 1
y , т. е. если положить y =

= 1
y1
, то

y′′′1

y′1
− 3

2

(
y′′1
y′1

)2

= S.

1054. Дано y = f(x). Выразить d2x
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dy
dx и

d2y
dx2 . Пока-

зать, что формулу R = 1+y′2)
3
2

y′′ можно преобразовать к виду

R
2
3 =

1(
d2y
dx2

) 2
3

+
1(

d2x
dy2

) 2
3
.

1055.
◦
Дано: F (x) = f(x)ϕ(x), при этом f ′(x)ϕ′(x) = C.

Доказать, что F ′′
F = f ′′

f + ϕ′′
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3.5.2. Функции, заданные в неявном виде

1056. b2x2 + a2y2 = a2b2; d
2y
dx2 =?

1057.
◦
x2 + y2 = r2; d

3y
dx3 =?

1058. y = tg(x+ y); d
3y
dx3 =?

1059. s = 1 + tes; d
2s
dt2 =?

1060. y3 + x3 − 3axy = 0; y′′ =?
1061. y = sin(x+ y); y′′ =?
1062.

◦
ex+y = xy; y′′ =?

1063.
◦
Вывести формулу для второй производной функ-

ции, обратной данной y = f(x).
1064. ey + xy = e; найти y′′(x) при x = 0.
1065.

◦
y2 = 2px; определить выражение k = y′′√

(1+y′2)3
.

1066. Убедиться в том, что из y2+x2 = R2 следует k = 1
R ,

где k = |y′′|√
(1+y′2)3

.

1067. Доказать, что если

ax2 + 2bxy + cy2 + 2gx+ 2fy + h = 0, то

dy

dx
= −ax+ by + g

bx+ cy + f
и

d2y

dx2
=

A

(bx+ cy + f)3
,

где A — постоянная (не зависящая от x и y).
1068.

◦
Доказать, что если (a+ bx)e

y
x = x, то

x3 d
2y

dx2
=
(
x
dy

dx
− y

)2

.

3.5.3. Функции, заданные параметрически

y′′xx = (y′x)
′
x =

(y′x)
′
t

x′t
=
x′ty

′′
tt − x′′tty

′t
(x′t)3

.

1069. x = at2, y = bt3; d
2x
dy2 =?

1070. x = a cos t, y = a sin t; d
2y
dx2 =?

1071.
◦
x = a cos t, y = b sin t; d

3y
dx3 =?

1072. x = a(ϕ− sinϕ), y = a(1 − cosϕ); d
2y
dx2 =?
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1073.
1) x = a cos3 t, y = a sin3 t; d

3y
dx3 =?

2) x = a cos2 t, y = a sin2 t; d
2y
dx2 =?

1074.
1) x = ln t, y = t2 − 1; d

2y
dx2 =?

2)
◦
x = arcsin t, y = ln(1 − t2); d

2y
dx2 =?

1075. x = at cos t, y = at sin t; d
2y
dx2 =?

1076.
◦
Доказать, что функция y = f(x), заданная парамет-

рически уравнениями y = et cos t, x = et sin t, удовлетворяет
соотношению y′′(x + y)2 = 2(xy′ − y).

1077. Доказать, что функция y = f(x), заданная пара-
метрически уравнениями y = 3t − t3, x = 3t2, удовлетворяет
соотношению 36y′′(y −√

3x) = x+ 3.
1078. Доказать, что функция, заданная параметрически

уравнениями x = sin t, y = sin kt, удовлетворяет соотношению

(1 − x)2
d2y

dx2
− x

dy

dx
+ k2y = 0.

1079.
◦
Доказать, что если

x = f(t) cos t− f ′(t) sin t, y = f(t) sin t+ f ′(t) cos t, то

ds2 = dx2 + dy2 = [f(t) + f ′′(t)]2 dt2.

3.5.4. Ускорение движения

1080. Точка движется прямолинейно, причем s = 4
5 t

3−
− t + 5. Найти ускорение a в конце второй секунды (s выра-
жено в метрах, t — в секундах).

1081. Прямолинейное движение происходит в соответ-
ствии с формулой s = t2 − 4t+ 1. Найти скорость и ускорение
движения.

1082. Точка движется прямолинейно, причем s = 2
9 sin πt

2 +
+ s0. Найти ускорение в конце первой секунды (s выражено в
сантиметрах, t — в секундах).

1083.
◦
Точка движется прямолинейно, причем s =

√
t. До-

казать, что движение замедленное и что ускорение a пропор-
ционально кубу скорости v.
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1084. Тяжелую балку длиной 13 м спускают на землю
так, что нижний ее конец прикреплен к вагонетке (рис. 3.5),
а верхний удерживается канатом, намотанным на ворот.
Канат сматывается со скоростью 2 м/мин. С каким ускоре-
нием откатывается вагонетка в момент, когда она находится
на расстоянии 5 м от точки O?

1085.
◦
Баржу, палуба которой

O

Рис. 3.5

на 4 м ниже уровня пристани, под-
тягивают к ней при помощи ка-
ната, наматываемого на ворот со
скоростью 2 м/с. С каким ускоре-
нием движется баржа в момент,
когда она удалена от пристани на
8 м (по горизонтали).
1086. Точка движется прямо-

линейно так, что скорость ее из-
меняется пропорционально квад-
ратному корню из пройденного пу-
ти. Показать, что движение про-
исходит по действием постоянной
силы.

1087.
◦
Дано, что сила, действующая на материальную точ-

ку, обратно пропорциональна скорости движения точки. До-
казать, что кинетическая энергия точки является линейной
функцией времени.

3.5.5. Формула Лейбница

(uv)(n) = u(n)v + nu(n−1)v′ +
n(n− 1)

2
u(n−2)v′′ + . . .+

+ Cknu
(n−k)v(k) + . . .+ uv(n).

1088. Применить формулу Лейбница для вычисления про-
изводной:
1)

◦ [
(x2+1)sinx

](20); 2) (exsinx)(n); 3) (x3sinαx)(n).

1089. Показать, что если y = (1 − x)−αe−αx, то

(1 − x)
dy

dx
= αxy.

Применив формулу Лейбница, показать, что

(1 − x)y(n+1) − (n+ α)x)y(n) − nαy(n−1) = 0.

Производная и дифференциал 93

1090.
◦
Функция y = eα arcsin x удовлетворяет соотношению

(1 − x2)y′′ − xy′ − α2y = 0 (см. задачу 1051).
Применив формулу Лейбница и дифференцируя это равен-

ство n раз, показать, что

(1 − x2)y(n+2) − (2n+ 1)xy(n+1) − (n2 + α2)y(n) = 0.

1091.
◦
Показать, что (eax cos bx)(n) = rneax cos(bx + nϕ),

где r =
√
a2 + b2, tgϕ = b

a .
Используя формулу Лейбница, получить следующие фор-

мулы:

rn cosnϕ = an − C2
na

n−2b2 + C4
na

n−4b4 − . . . ,

rn sinnϕ = C1
na

n−1b− C3
na

n−3b3 + C5
na

n−5b5 . . .

1092.
◦
Доказать, что

(
xn−1e

1
x

)(n)

= (−1)n e
1
x

xn+1 .

1093. Доказать, что функция y = arcsinx удовлетворяет
соотношению (1−x2)y′′ = xy′. Применяя к обеим частям этого
уравнения формулу Лейбница, найти y(n)(0) (n � 2).

1094. Применяя формулу Лейбница n раз, показать, что
функция y = cos(m arcsinx) удовлетворяет соотношению

(1 − x2)y(n+2) − (2n+ 1)xy(n+1) + (m2 − n2)y(n) = 0.

1095.
◦
Если y = (arcsinx)2, то

(1 − x2)y(n+1) − (2n− 1)xy(n) + (n− 1)2y(n−1) = 0.

Найти y′(0), y′′(0), . . . , y(n)(0).

3.5.6. Дифференциалы высших порядков

Дифференциал от первого дифференциала называется диф-
ференциалом второго порядка: d2y = d(dy); аналогично
dny = d(dn−1y). Для дифференциалов порядка больше пер-
вого инвариантность формы нарушается: d2y = y′′(dx)2,
d3y = y′′′(dx)3 . . . , если x — независимая переменная, но
d2y = y′′uu(du)2 + y′ud

2u, где u = ϕ(x).

1096. y = 3
√
x2; d2y =?

1097. y = xm; d3y =?
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1098. y = (x+ 1)3(x− 1)2; d2y =?

1099. y = 4−x
2
; d2y =?

1100.
◦
y = arctg

(
b
a tg x

)
; d2y =?

1101. y =
√

ln2 x− 4; d2y =?
1102. y = sin2 x; d3y =?
1103.

◦
ρ2 cos3 ϕ− a2 sin3 ϕ = 0; d2ρ =?

1104. x
2
3 + y

2
3 = a

2
3 ; d2y =?

1105. y = ln 1−x2

1+x2 ; x = tg t; выразить d2y через:
1) x и dx;
2) t и dt.

1106. y = sin z; z = ax; x = t3; выразить d2y через:
1) z и dz;
2) x и dx;
3) t и dt.

Глава 4

ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ И ИХ
ГРАФИКОВ

§ 4.1. ПОВЕДЕНИЕ ФУНКЦИИ

Функция называется возрастающей (убывающей) на
некотором промежутке, если для любых точек x1 и x2 из этого
промежутка из того, что x1 < x2, следует, что f(x1) < f(x2)
(f(x1) > f(x2)). Если функция непрерывна на отрезке [a, b] и
f ′(x) > 0 (f ′(x) < 0) для всех a < x < b, то функция возрас-
тает (убывает) на [a, b]. Если в некоторой окрестности точки
x0 для всякого x �= x0 выполняется неравенство f(x0) > f(x)
(f(x0) < f(x)), x0 называется точкой максимума (миниму-
ма) функции y = f(x). Точки максимума и минимума назы-
ваются точками экстремума. Если x0 — точка экстремума,
f ′(x0) = 0 или f ′(x0) не существует (такие точки называют-
ся критическими). Это — необходимое условие экстремума,
не являющееся достаточным. Если в некоторой окрестности
x0 f

′(x) < 0 при x < x0 и f ′(x) > 0 при x > x0, x0 является
точкой минимума, аналогично если f ′(x) > 0 при x < x0 и
f ′(x) < 0 при x > x0, x0 — точка максимума. Для нахож-
дения наибольшего и наименьшего значения функции на от-
резке [a, b] нужно сравнить значения функции в критических
точках, лежащих на отрезке, и на концах отрезка.

1107. Показать, что точка x = 0 есть точка минимума
функции y = 3x4 − 4x3 + 12x2 + 1.

1108.
◦
Исходя непосредственно из определения возраста-

ющей и убывающей функции и точек максимума и минимума,
показать, что функция y = x3 − 3x + 2 возрастает в точке
x1 = 2, убывает в точке x2 = 0, достигает максимума в точке
x3 = −1 и минимума в точке x4 = 1.
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1109. Так же, как в задаче 1108, показать, что функция
y = cos 2x возрастает в точке x1 = 3π

4 , убывает в точке
x2 = π

6 , достигает максимума в точке x3 = 0 и минимума
в точке x4 = π

2 .
1110. Не пользуясь понятием производной, выяснить по-

ведение данной функции в точке x = 0:
1) y = 1 − x4;
2) y = x4 − x3;
3) y = 3

√
x;

4) y = 3
√
x2;

5) y = 1 − 5
√
x4;

6) y = | tg x|;
7) y = | ln(x+ 1)|;
8) y = e−|x|;
9) y =

√
x3 + x2.

1111. Показать, что функция y = ln(x2 + 2x − 3) возрас-
тает в точке x1 = 2, убывает в точке x2 = −4 и не имеет
стационарных точек.

1112. Выяснить поведение функции y = sinx + cosx в
точках x1 = 0, x2 = 1, x3 = −π

3 и x4 = 2.
1113.

◦
Выяснить поведение функции y = x − lnx в точках

x1 = 1
2 , x2 = 2, x3 = e и x4 = 1 и показать, что если данная

функция возрастает в точке x = a > 0, то она убывает в
точке 1

a .
1114. Выяснить поведение функции y = x arctg x в точках

x1 = 1, x2 = −1 и x3 = 0.
1115. Выяснить поведение функции

y =

{
sinx
x при x �= 0,

1 при x = 0

в точках x1 = 1
2 , x2 = − 1

2 и x3 = 0.

§ 4.2. ПРИМЕНЕНИЕ ПЕРВОЙ ПРОИЗВОДНОЙ

4.2.1. Теоремы Ролля и Лагранжа

Теорема Ролля. Если функция y = f(x) непрерывна на
отрезке [a, b], дифференцируема на (a, b) и f(a) = f(b), суще-
ствует ξ ∈ (a, b) : f ′(ξ) = 0.
Теорема Лагранжа. Если функция y = f(x) непрерыв-

на на отрезке [a, b] и дифференцируема на (a, b), существует
ξ ∈ (a, b) : f ′(ξ) = f(b)−f(a)

b−a . Отсюда f(b) − f(a) = f ′(ξ)(b− a)
(формула Лагранжа).
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1116. Проверить справедливость теоремы Ролля для функ-
ции y = x3 + 4x2 − 7x− 10 на отрезке [−1, 2].

1117. Проверить справедливость теоремы Ролля для функ-
ции y = ln sinx на отрезке

[
π
6 ,

5π
6

]
.

1118.
◦
Проверить справедливость теоремы Ролля для функ-

ции y = 4sinx на отрезке [0, π].
1119. Проверить справедливость теоремы Ролля для функ-

ции y = 3
√
x2 − 3x+ 2 на отрезке [1, 2].

1120.
◦
Функция y = 2−x2

x4 принимает равные значения на
концах отрезка [−1, 1]. Убедиться в том, что производная от
этой функции нигде на отрезке [−1, 1] в нуль не обращается,
и объяснить такое уклонение от теоремы Ролля.

1121. Функция y = |x| принимает равные значения на
концах отрезка [−a, a]. Убедиться в том, что производная от
этой функции нигде на отрезке [−a, a] в нуль не обращается,
и объяснить такое уклонение от теоремы Ролля.

1122. Доказать теорему: если уравнение

a0x
2xn + a1x

n−1 + . . .+ an−1x = 0

имеет положительный корень x = x0, то уравнение

na0x
n−1 + (n− 1)a1x

n−2 + . . .+ an−1 = 0

также имеет положительный корень и притом меньший x0.
1123. Дана функция f(x) = 1 + xm(x − 1)n, где m и n —

целые положительные числа. Не вычисляя производной, по-
казать, что уравнение f ′(x) = 0 имеет по крайней мере один
корень в интервале (0, 1).

1124. Показать, что уравнение x3 − 3x + c = 0 не может
иметь двух различных корней в интервале (0, 1).

1125.
◦
Не находя производной функции

f(x) = (x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4),

выяснить, сколько действительных корней имеет уравнение
f ′(x) = 0, и указать интервалы, в которых они лежат.

1126. Показать, что функция f(x) = xn + px+ q не может
иметь более двух действительных корней при четном n и более
трех при нечетном n.

1127. Написать формулу Лагранжа для функции y =
= sin 3x на отрезке [x1, x2].
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1128. Написать формулу Лагранжа для функции y =
= x(1 − lnx) на отрезке [a, b].

1129. Написать формулу Лагранжа для функции y =
= arcsin 2x на отрезке [x0, x0 + Δx].

1130.
◦
Проверить справедливость теоремы Лагранжа для

функции y = xn на отрезке [0, a]; n > 0, a > 0.
1131. Проверить справедливость теоремы Лагранжа для

функции y = lnx на отрезке [1, e].
1132. Доказать с помощью формулы Лагранжа неравен-

ства a−b
a � ln a

b � a−b
b при условии 0 � b � a.

1133.
◦
Доказать с помощью формулы Лагранжа неравен-

ства α−β
cos2 β � tgα− tg β � α−β

cos2 α при условии 0 < β � α < π
2 .

1134. Доказать с помощью формулы Лагранжа справед-
ливость при a�b неравенств nbn−1(a−b)<an−bn<nan−1(a−b),
если n>1, и неравенств противоположного смысла, если n<1.

1135. Рассмотрим функцию

f(x) =

{
x2 sin 1

x при x �= 0,
0 при x = 0.

Эта функция дифференцируема при любом x. Напишем
для нее формулу Лагранжа на отрезке [0, x]: f(x) − f(0) =
= xf ′(ξ) (0 < ξ < x). Будем иметь: x2sin 1

x=x
(
2ξsin1

ξ−cos1
ξ

)
,

откуда cos 1
ξ = 2ξ sin 1

ξ −x sin 1
x . Заставим теперь x стремиться

к нулю, тогда будет стремиться к нулю и ξ, и мы получаем:
lim
ξ→0

cos 1
ξ = 0.

Объяснить этот парадоксальный результат.
1136.

◦
Применяя на отрезке [1; 1,1] к функции f(x) =

= arctg x формулу f(x0+Δx) ≈ f(x0)+f ′ (x0 + Δx
2

)
Δx, найти

приближенное значение arctg 1,1.
В задачах 1137–1141, используя формулу

f(x0 + Δx) ≈ f(x0) + f ′
(
x0 +

Δx
2

)
Δx,

вычислить приближенные значения данных выражений.
1137. arcsin 0,54.
1138. lg 11. Сравнить с табличным значением.
1139. ln

(
x+

√
1 + x2

)
при x = 0,2.

1140. lg 7, зная lg 2 = 0,3010 и lg 3 = 0,4771. Сравнить
результат с табличным.
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1141. lg 61. Сравнить результат с табличным.
1142. Убедиться в том, что применяя формулу

f(b) = f(a) + (b− a)f ′
(
a+ b

2

)
к вычислению логарифма от N + 0,01N , т. е. полагая

lg(N + 0,91N) = lgN +
0,43429

N + 0,01
2 N

· 0,01N = lgN +
0,43429
100,5

,

допускаем погрешность, меньшую 0,00001, т. е. получаем пять
верных цифр после запятой, если только lgN дан с пятью
верными цифрами.

4.2.2. Поведение функций в интервале

1143. Показать, что функция y = 2x3 + 3x2 − 12x + 1
убывает в интервале (−2, 1).

1144. Показать, что функция y =
√

2x− x2 возрастает в
интервале (0, 1) и убывает в интервале (1, 2). Построить гра-
фик данной функции.

1145. Показать, что функция y = x3 + x везде возрастает.
1146. Показать, что функция y= arctgx−x везде убывает.
1147. Показать, что функция y = x2−1

x возрастает в лю-
бом интервале, не содержащем точки x = 0.

1148.
◦
Показать, что функция y = sin(x+a)

sin(x+b) изменяется мо-
нотонно в любом интервале, не содержащем точек разрыва
функции.

∗ 1149. Доказать неравенство tg x2
tg x1

> x2
x1
при условии

0 < x1 < x2 <
π

2
.

1150. Найти интервалы монотонности функции

y = x3 − 3x2 − 9x+ 14

и построить по точкам ее график в интервале (−2, 4).
1151. Найти интервалы монотонности функции

y = x4 − 2x2 − 5.
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функции y = lnx на отрезке [1, e].
1132. Доказать с помощью формулы Лагранжа неравен-

ства a−b
a � ln a

b � a−b
b при условии 0 � b � a.

1133.
◦
Доказать с помощью формулы Лагранжа неравен-

ства α−β
cos2 β � tgα− tg β � α−β

cos2 α при условии 0 < β � α < π
2 .

1134. Доказать с помощью формулы Лагранжа справед-
ливость при a�b неравенств nbn−1(a−b)<an−bn<nan−1(a−b),
если n>1, и неравенств противоположного смысла, если n<1.

1135. Рассмотрим функцию

f(x) =

{
x2 sin 1

x при x �= 0,
0 при x = 0.

Эта функция дифференцируема при любом x. Напишем
для нее формулу Лагранжа на отрезке [0, x]: f(x) − f(0) =
= xf ′(ξ) (0 < ξ < x). Будем иметь: x2sin 1

x=x
(
2ξsin1

ξ−cos1
ξ

)
,

откуда cos 1
ξ = 2ξ sin 1

ξ −x sin 1
x . Заставим теперь x стремиться

к нулю, тогда будет стремиться к нулю и ξ, и мы получаем:
lim
ξ→0

cos 1
ξ = 0.

Объяснить этот парадоксальный результат.
1136.

◦
Применяя на отрезке [1; 1,1] к функции f(x) =

= arctg x формулу f(x0+Δx) ≈ f(x0)+f ′ (x0 + Δx
2

)
Δx, найти

приближенное значение arctg 1,1.
В задачах 1137–1141, используя формулу

f(x0 + Δx) ≈ f(x0) + f ′
(
x0 +

Δx
2

)
Δx,

вычислить приближенные значения данных выражений.
1137. arcsin 0,54.
1138. lg 11. Сравнить с табличным значением.
1139. ln

(
x+

√
1 + x2

)
при x = 0,2.

1140. lg 7, зная lg 2 = 0,3010 и lg 3 = 0,4771. Сравнить
результат с табличным.
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1141. lg 61. Сравнить результат с табличным.
1142. Убедиться в том, что применяя формулу

f(b) = f(a) + (b− a)f ′
(
a+ b

2

)
к вычислению логарифма от N + 0,01N , т. е. полагая

lg(N + 0,91N) = lgN +
0,43429

N + 0,01
2 N

· 0,01N = lgN +
0,43429
100,5

,

допускаем погрешность, меньшую 0,00001, т. е. получаем пять
верных цифр после запятой, если только lgN дан с пятью
верными цифрами.

4.2.2. Поведение функций в интервале

1143. Показать, что функция y = 2x3 + 3x2 − 12x + 1
убывает в интервале (−2, 1).

1144. Показать, что функция y =
√

2x− x2 возрастает в
интервале (0, 1) и убывает в интервале (1, 2). Построить гра-
фик данной функции.

1145. Показать, что функция y = x3 + x везде возрастает.
1146. Показать, что функция y= arctgx−x везде убывает.
1147. Показать, что функция y = x2−1

x возрастает в лю-
бом интервале, не содержащем точки x = 0.

1148.
◦
Показать, что функция y = sin(x+a)

sin(x+b) изменяется мо-
нотонно в любом интервале, не содержащем точек разрыва
функции.

∗ 1149. Доказать неравенство tg x2
tg x1

> x2
x1
при условии

0 < x1 < x2 <
π

2
.

1150. Найти интервалы монотонности функции

y = x3 − 3x2 − 9x+ 14

и построить по точкам ее график в интервале (−2, 4).
1151. Найти интервалы монотонности функции

y = x4 − 2x2 − 5.
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В задачах 1152–1164 найти интервалы монотонности
функций.

1152.
◦
y = (x− 2)5(2x+ 1)4.

1153. y = 3
√

(2x− a)(a− x)2 (a > 0).
1154. y = 1−x+x2

1+x+x2 .
1155. y = 10

4x3−9x2+6x .
1156. y = x− ex.
1157. y = x2e−x.
1158. y = 1

ln x .
1159. y = 2x2 − lnx.
1160.

◦
y = x− 2 sinx (0 � x � 2π).

1161. y = 2 sinx+ cos 2x (0 � x � 2π).
1162. y = x+ cosx.
1163. y = ln(x+

√
1 + x2).

1164.
◦
y = x

√
ax− x2 (a > 0).

В задачах 1165–1184 найти экстремумы функций.

1165. y = 2x3 − 3x2.
1166. y = 2x3 − 6x2 − 18x+ 7.
1167. y = 3x2+4x+4

x2+x+1 .
1168. y = 3

√
x3 − 3x2 + 82.

1169. y = 1
ln(x4+4x3+30) .

1170.
◦
y = −x2

√
x2 + 2.

1171. y = 2
3x

2 3
√

6x− 7.
1172. y = 4

√
3

9x
√

1−x .
1173. y = 1+3x√

4+5x2 .

1174. y = 3
√

(x2 − a2)2.
1175.

◦
y = x− ln(1 + x).

1176. y = x− ln(1 + x2).
1177. y = (x− 5)2 3

√
(x+ 1)2.

1178. y = (x2 − 2x) ln x− 3
2x

2 + 4x.
1179. y = 1

2 (x2 + 1) arctgx− π
8x

2 − x−1
x .

1180.
◦
y = 1

2 (x2 − 1
2 ) arcsinx+ 1

4x
√

1 − x2 − π
12x

2.
1181. y = x sinx+ cosx− 1

4x
2
(−π

2 � x � π
2

)
.

1182. y =
(

1
2 − x

)
cosx+ sinx− x2−x

4 (
(
0 � x � π

2

)
.

1183. y = 2−x
π cosπ(x + 3) = 1

π2 sinπ(x + 3) (0 < x < 4).
1184.

◦
u = aepx + be−px.
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В задачах 1185–1195 найти наибольшее и наименьшее зна-
чения данных функций на указанных отрезках и в указанных
интервалах.

1185. y = x4 − 2x2 + 5; [−2, 2].
1186. y = x+ 2

√
x; [0, 4].

1187.
◦
y = x5 − 5x4 + 5x3 + 1; [−1, 2].

1188. y = x3 − 3x2 + 6x− 2; [−1, 1].
1189. y =

√
100 − x2 (−6 � x � 8).

1190. y = 1−x+x2

1+x−x2 (0 � x � 1).
1191. y = x−1

x+1 (0 � x � 4).
1192. y = a2

x + b2

1−x (0 < x < 1) (a > 0, b > 0).
1193. y = sin 2x− x

(−−π
2 � x � π

2

)
.

1194.
◦
y = 2 tg x− tg2 x

(
0 � x < π

2

)
.

1195. y = xx (0,1 � x < +∞).
1196. y = 3

√
(x2 − 2x)2 (0 � x � 3).

1197. y = arctg 1−x
1+x (0 � x � 1).

4.2.3. Неравенства

В задачах 1198–1207 доказать справедливость неравенств.
1198.

◦
2
√
x > 3 − 1

x (x > 1).
1199. ex > 1 + x (x �= 0).
1200. x > ln(1 + x) (x > 0).
1201. lnx > 2(x−1)

x+1 (x > 1).
1202. 2x arctg x � ln(1 + x2).
1203.

◦
1 + x ln(x +

√
1 + x2) �

√
1 + x2.

1204. ln(1 + x) > arctg x
1+x (x > 0).

1205. sinx < x− x3

6 + x5

120 (x > 0).
1206. sinx+ tg x > 2x

(
0 < x < π

2

)
.

1207. chx > 1 + x2

2 (x �= 0).

4.2.4. Задачи на отыскание наибольших и наименьших
значений функций

Для решения задач подобного рода нужно выбрать одну
из неизвестных величин, определить ее естественную область
определения, выразить через эту величину и известные ве-
личины, которая должна принять наибольшее (наименьшее)
значение (целевую функцию), и исследовать ее на наиболь-
шее и наименьшее значение.
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1208. Число 8 разбить на два таких слагаемых, чтобы
сумма их кубов была наименьшей.

1209. Какое положительное число, будучи сложено с об-
ратным ему числом, дает наименьшую сумму?

1210.
◦
Число 36 разложить на два таких множителя, чтобы

сумма их квадратов была наименьшей.
1211. Требуется изготовить ящик с крышкой, объем кото-

рого был бы равен 72 см2, причем стороны основания относи-
лись бы как 1 : 2. Каковы должны быть размеры всех сторон,
чтобы полная поверхность была наименьшей?

1212. Из углов квадратного листа

Рис. 4.1

картона размером 18 × 18 см2 нужно
вырезать одинаковые квадраты так,
чтобы, согнув лист по пунктирным
линиям (рис. 4.1), получить короб-
ку наибольшей вместимости. Како-
ва должна быть сторона вырезаемого
квадрата?

1213. Разрешить предыдущую задачу для прямоугольного
листа размером 8 × 5 см2.

1214.
◦
Объем правильной треугольной призмы равен v. Ка-

кова должна быть сторона основания, чтобы полная поверх-
ность призмы была наименьшей?

1215. Открытый чан имеет форму цилиндра. При данном
объеме v каковы должны быть радиус основания и высота
цилиндра, чтобы его поверхность была наименьшей?

1216. Найти соотношение между радиусом R и высотой H
цилиндра, имеющего при данном объеме наименьшую полную
поверхность.

1217. Требуется изготовить коническую воронку с обра-
зующей, равной 20 см. Какова должна быть высота воронки,
чтобы ее объем был наибольшим?

1218.
◦
Из круга вырезан сектор с центральным углом α.

Из сектора свернута коническая поверхность. При каком зна-
чении угла α объем полученного конуса будет наибольшим?

1219. Периметр равнобедренного треугольника равен 2p.
Каковы должны быть его стороны, чтобы объем тела, образо-
ванного вращением этого треугольника вокруг его основания,
был наибольшим?
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1220. Периметр равнобедренного треугольника равен 2p.
Каковы должны быть его стороны, чтобы объем конуса, обра-
зованного вращением этого треугольника вокруг высоты, опу-
щенной на основание, был наибольшим?

1221. Найти высоту цилиндра наибольшего объема, кото-
рый можно вписать в шар радиуса R.

1222.
◦
Найти высоту конуса наибольшего объема, который

можно вписать в шар радиуса R.
1223. Дождевая капля, начальная масса которой m0, па-

дает под действием силы тяжести, равномерно испаряясь, так
что убыль массы пропорциональна времени (коэффициент про-
порциональности равен k). Через сколько секунд после начала
падения кинетическая энергия капли будет наибольшей и ка-
кова она? (Сопротивлением воздуха пренебрегаем.)

1224. Рычаг второго рода имеет точку опоры в A; в точке
B (AB = a) подвешен груз P . Вес единицы длины рычага
равен k. Какова должна быть длина рычага, чтобы груз P
уравновешивался наименьшей силой? (Момент уравновеши-
вающей силы должен равняться сумме моментов груза P и
рычага.)

1225. Расходы топлива для топки парохода пропорцио-
нальны кубу его скорости. Известно, что при скорости в
10 км/ч расходы на топливо составляют 30 руб. в час, осталь-
ные же расходы (не зависящие от скорости) составляют
480 руб. в час. При какой скорости парохода общая сумма
расходов на 1 км пути будет наименьшей? Какова будет при
этом общая сумма расходов в час?

1226.
◦
Три пункта A, B и C расположены так,

что ∠ABC = 60◦. Из пункта A выходит автомобиль, а од-
новременно из пункта B — поезд. Автомобиль движется по
направлению к B со скоростью 80 км/ч, поезд — по направ-
лению к C со скоростью 50 км/ч. В какой момент времени (от
начала движения) расстояние между поездом и автомобилем
будет наименьшим, если AB = 200 км?

1227. На окружности дана точка A. Провести хорду BC
параллельно касательной в точке A так, чтобы площадь тре-
угольника ABC была наибольшей.

1228. Найти стороны прямоугольника наибольшего пери-
метра, вписанного в полуокружность радиуса R.
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◦
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ванного вращением этого треугольника вокруг его основания,
был наибольшим?
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1220. Периметр равнобедренного треугольника равен 2p.
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зованного вращением этого треугольника вокруг высоты, опу-
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1222.
◦
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порциональности равен k). Через сколько секунд после начала
падения кинетическая энергия капли будет наибольшей и ка-
кова она? (Сопротивлением воздуха пренебрегаем.)

1224. Рычаг второго рода имеет точку опоры в A; в точке
B (AB = a) подвешен груз P . Вес единицы длины рычага
равен k. Какова должна быть длина рычага, чтобы груз P
уравновешивался наименьшей силой? (Момент уравновеши-
вающей силы должен равняться сумме моментов груза P и
рычага.)

1225. Расходы топлива для топки парохода пропорцио-
нальны кубу его скорости. Известно, что при скорости в
10 км/ч расходы на топливо составляют 30 руб. в час, осталь-
ные же расходы (не зависящие от скорости) составляют
480 руб. в час. При какой скорости парохода общая сумма
расходов на 1 км пути будет наименьшей? Какова будет при
этом общая сумма расходов в час?

1226.
◦
Три пункта A, B и C расположены так,

что ∠ABC = 60◦. Из пункта A выходит автомобиль, а од-
новременно из пункта B — поезд. Автомобиль движется по
направлению к B со скоростью 80 км/ч, поезд — по направ-
лению к C со скоростью 50 км/ч. В какой момент времени (от
начала движения) расстояние между поездом и автомобилем
будет наименьшим, если AB = 200 км?

1227. На окружности дана точка A. Провести хорду BC
параллельно касательной в точке A так, чтобы площадь тре-
угольника ABC была наибольшей.

1228. Найти стороны прямоугольника наибольшего пери-
метра, вписанного в полуокружность радиуса R.
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1229. В данный сегмент круга вписать прямоугольник наи-
большей площади.

1230. Около данного цилиндра описать конус наименьше-
го объема (плоскость основания цилиндра и конуса должны
совпадать).

1231. Найти высоту прямого кругового конуса наимень-
шего объема, описанного около шара радиуса R.

1232.
◦
Найти угол при вершине осевого сечения конуса

наименьшей боковой поверхности, описанного около данно-
го шара.

1233. Каков должен быть угол при вершине равнобедрен-
ного треугольника заданной площади, чтобы радиус вписан-
ного в этот треугольник круга был наибольшим?

1234. Найти высоту конуса наименьшего объема, описан-
ного около полушара радиуса R (центр основания конуса ле-
жит в центре шара).

1235. Какова должна быть высота конуса, вписанного в
шар радиуса R, для того чтобы его боковая поверхность была
наибольшей?

1236. Доказать, что конический шатер данной вместимо-
сти требует наименьшего количества материи, когда его высо-
та в

√
2 раз больше радиуса основания.

1237.
◦
Через данную точку P (1, 4) провести прямую так,

чтобы сумма длин положительных отрезков, отсекаемых ею
на координатных осях, была наименьшей.

1238. Найти стороны прямоугольника наибольшей площа-
ди, вписанного в эллипс x2

a2 + y2

b2 = 1.
1239. Найти наименьший по площади эллипс, описанный

около данного прямоугольника (площадь эллипса с полуосями
a и b равна πab).

1240. Через какую точку эллипса x2

8 + y2

18 = 1 следует про-
вести касательную, чтобы площадь треугольника, составлен-
ного этой касательной и осями координат, была наименьшей?

1241. На эллипсе 2x2 + y2 = 18 даны две точки A(1, 4)
и B(3, 0). Найти на данном эллипсе третью точку C такую,
чтобы площадь треугольника ABC была наибольшей.

1242. На оси параболы y2 = 2px дана точка на расстоянии
a от вершины. Указать абсциссу x ближайшей к ней точки
кривой.
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1243.
◦
Полоса железа шириной a должна быть согнута

в виде открытого цилиндрического желоба (сечение желоба
имеет форму дуги кругового сегмента). Найти значение цен-
трального угла, опирающегося на эту дугу, при котором вме-
стимость желоба будет наибольшей.

1244. Бревно длиной 20 м имеет форму усеченного кону-
са, диаметры оснований которого равны соответственно 2 м и
1 м. Требуется вырубить из бревна балку с квадратным по-
перечным сечением, ось которой совпадала бы с осью бревна
и объем которой был бы наибольшим. Каковы должны быть
размеры балки?

1245. Ряд опытов привел к n различным значениям x1,
x2, . . . , xn для исследуемой величины A. Часто принимают в
качестве значений A такое значение x, что сумма квадратов
отклонений его от x1, x2, . . . , xn имеет наименьшее значение.
Найти x, удовлетворяющее этому требованию.

1246.
◦
Миноносец стоит на якоре в 9 км от ближайшей

точки берега; с миноносца нужно послать гонца в лагерь,
расположенный в 15 км, считая по берегу от ближайшей к
миноносцу точки берега (лагерь расположен на берегу). Если
гонец может делать пешком по 5 км/ч, а на веслах по 4 км/ч,
то в каком пункте берега он должен пристать, чтобы попасть
в лагерь в кратчайшее время?

1247. Прямо над центром круговой площадки радиуса R
нужно повесить фонарь. На какой высоте нужно это сделать,
чтобы он наилучшим образом освещал дорожку, которой обве-
дена площадка. (Степень освещения некоторой площадки пря-
мо пропорциональна косинусу угла падения лучей и обратно
пропорциональна квадрату расстояния от источника света.)

1248. На отрезке длиной l, соединяющем два источника
света силы I1 и I2, найти наименее освещенную точку.

1249. Картина высотой 1,4 м повешена на стену так, что
ее нижний край на 1,8 м выше глаза наблюдателя. На каком
расстоянии от стены должен встать наблюдатель, чтобы его
положение было наиболее благоприятным для осмотра карти-
ны (т. е. чтобы угол зрения был наибольшим)?

1250. Груз весом P , лежащий на горизонтальной плос-
кости, должен быть сдвинут приложенной к нему силой F .
Сила трения пропорциональна силе, прижимающей тело



104 Глава 4

1229. В данный сегмент круга вписать прямоугольник наи-
большей площади.

1230. Около данного цилиндра описать конус наименьше-
го объема (плоскость основания цилиндра и конуса должны
совпадать).

1231. Найти высоту прямого кругового конуса наимень-
шего объема, описанного около шара радиуса R.

1232.
◦
Найти угол при вершине осевого сечения конуса

наименьшей боковой поверхности, описанного около данно-
го шара.

1233. Каков должен быть угол при вершине равнобедрен-
ного треугольника заданной площади, чтобы радиус вписан-
ного в этот треугольник круга был наибольшим?

1234. Найти высоту конуса наименьшего объема, описан-
ного около полушара радиуса R (центр основания конуса ле-
жит в центре шара).

1235. Какова должна быть высота конуса, вписанного в
шар радиуса R, для того чтобы его боковая поверхность была
наибольшей?

1236. Доказать, что конический шатер данной вместимо-
сти требует наименьшего количества материи, когда его высо-
та в

√
2 раз больше радиуса основания.

1237.
◦
Через данную точку P (1, 4) провести прямую так,

чтобы сумма длин положительных отрезков, отсекаемых ею
на координатных осях, была наименьшей.

1238. Найти стороны прямоугольника наибольшей площа-
ди, вписанного в эллипс x2

a2 + y2

b2 = 1.
1239. Найти наименьший по площади эллипс, описанный

около данного прямоугольника (площадь эллипса с полуосями
a и b равна πab).

1240. Через какую точку эллипса x2

8 + y2

18 = 1 следует про-
вести касательную, чтобы площадь треугольника, составлен-
ного этой касательной и осями координат, была наименьшей?

1241. На эллипсе 2x2 + y2 = 18 даны две точки A(1, 4)
и B(3, 0). Найти на данном эллипсе третью точку C такую,
чтобы площадь треугольника ABC была наибольшей.

1242. На оси параболы y2 = 2px дана точка на расстоянии
a от вершины. Указать абсциссу x ближайшей к ней точки
кривой.

Исследование функций и их графиков 105

1243.
◦
Полоса железа шириной a должна быть согнута

в виде открытого цилиндрического желоба (сечение желоба
имеет форму дуги кругового сегмента). Найти значение цен-
трального угла, опирающегося на эту дугу, при котором вме-
стимость желоба будет наибольшей.

1244. Бревно длиной 20 м имеет форму усеченного кону-
са, диаметры оснований которого равны соответственно 2 м и
1 м. Требуется вырубить из бревна балку с квадратным по-
перечным сечением, ось которой совпадала бы с осью бревна
и объем которой был бы наибольшим. Каковы должны быть
размеры балки?

1245. Ряд опытов привел к n различным значениям x1,
x2, . . . , xn для исследуемой величины A. Часто принимают в
качестве значений A такое значение x, что сумма квадратов
отклонений его от x1, x2, . . . , xn имеет наименьшее значение.
Найти x, удовлетворяющее этому требованию.

1246.
◦
Миноносец стоит на якоре в 9 км от ближайшей

точки берега; с миноносца нужно послать гонца в лагерь,
расположенный в 15 км, считая по берегу от ближайшей к
миноносцу точки берега (лагерь расположен на берегу). Если
гонец может делать пешком по 5 км/ч, а на веслах по 4 км/ч,
то в каком пункте берега он должен пристать, чтобы попасть
в лагерь в кратчайшее время?

1247. Прямо над центром круговой площадки радиуса R
нужно повесить фонарь. На какой высоте нужно это сделать,
чтобы он наилучшим образом освещал дорожку, которой обве-
дена площадка. (Степень освещения некоторой площадки пря-
мо пропорциональна косинусу угла падения лучей и обратно
пропорциональна квадрату расстояния от источника света.)

1248. На отрезке длиной l, соединяющем два источника
света силы I1 и I2, найти наименее освещенную точку.

1249. Картина высотой 1,4 м повешена на стену так, что
ее нижний край на 1,8 м выше глаза наблюдателя. На каком
расстоянии от стены должен встать наблюдатель, чтобы его
положение было наиболее благоприятным для осмотра карти-
ны (т. е. чтобы угол зрения был наибольшим)?

1250. Груз весом P , лежащий на горизонтальной плос-
кости, должен быть сдвинут приложенной к нему силой F .
Сила трения пропорциональна силе, прижимающей тело



106 Глава 4

к плоскости, и направлена против сдвигающей силы. Коэф-
фициент пропорциональности (коэффициент трения) равен k.
Под каким углом ϕ к горизонту надо приложить силу F , чтобы
величина ее оказалась наименьшей? Определить наименьшую
величину сдвигающей силы.

1251. Скорость течения воды по круглой трубе прямо про-
порциональна так называемому гидравлическому радиусу R,
вычисляемому по формуле R = S

p , где S — площадь сечения
потока воды в трубе, а p — смоченный (подводный) периметр
сечения трубы. Степень заполнения трубы водой характери-
зуется центральным углом, опирающимся на горизонтальную
поверхность текущей воды. При какой степени заполнения
трубы скорость течения воды будет наибольшей? (Корни полу-
чающегося при решении задачи трансцендентного уравнения
найти графически.)

1252.
◦
На странице книги печатный текст должен зани-

мать S квадратных сантиметров. Верхнее и нижнее поля долж-
ны быть по a см, правое и левое — по b см. Если принимать во
внимание только экономию бумаги, то какими должны быть
наиболее выгодные размеры страницы?

∗ 1253. Коническая воронка, радиус основания которой R,
а высота H , наполнена водой. В воронку опущен тяжелый
шар. Каким должен быть радиус шара, чтобы объем воды,
вытесненной из воронки погруженной частью шара, был наи-
большим?

1254. Вершина параболы лежит на окружности радиуса
R, ось параболы направлена по диаметру. Каков должен быть
параметр параболы, чтобы площадь сегмента, ограниченно-
го параболой и ее общей с окружностью хордой, была наи-
большей? [Площадь симметричного параболического сегмента
равна двум третям произведения его основания на «стрелку»
(высоту).]

1255. Конус, радиус основания которого R, а высота H,
пересечен плоскостью, параллельной образующей. Каково
должно быть расстояние между линией пересечения этой плос-
кости с плоскостью основания конуса и центром основания
конуса, для того чтобы площадь сечения была наибольшей?
(См. предыдущую задачу.)
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1256. Для какой точки P параболы y2 = 2px отрезок нор-
мали в P , расположенный внутри кривой, имеет наименьшую
длину?

1257. Показать, что касательная к эллипсу, отрезок кото-
рой между осями имеет наименьшую длину, делится в точ-
ке касания на две части, соответственно равные полуосям
эллипса.

1258.
◦
Доказать, что в эллипсе расстояние от центра до

любой нормали не превосходит разности полуосей. (Удобно
воспользоваться параметрическим заданием эллипса.)

1259. В прямоугольной системе координат xOy даны точ-
ка (a, b) и кривая y = f(x). Показать, что расстояние меж-
ду постоянной точкой (a, b) и переменной (x, f(x)) может до-
стигнуть экстремума только в направлении нормали к кривой
y = f(x).
П е р в о о б р а з н о й функции f(x) называется

функция F (x), производная которой равна данной функции:
F ′(x) = f(x).
В задачах 1260–1261 показать (при помощи дифференци-

рования и без него), что данные функции являются первооб-
разными одной и той же функции.

1260. y = ln ax и y = lnx.
1261. y = 2 sin2 x и y = − cos 2x.
1262. y = (ex + e−x)2 и y = (ex − e−x)2.

∗ 1263. Показать, что функция

y = cos2 x+ cos2
(π

3
+ x
)
− cosx cos

(π
3

+ x
)

есть константа (т. е. не зависит от x). Найти значение этой
константы.

1264.
◦
Показать, что функция y = 2 arctgx + arcsin 2x

1+x2

есть константа при x � 1. Найти значение этой константы.
1265. Показать, что функция

y = arccos
a cosx+ b

a+ b cosx
− 2 arctg

(√
a− b

a+ b
tg
x

2

)
,

где 0 < b � a, есть константа при x � 0. Найти значение этой
константы.
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◦
На странице книги печатный текст должен зани-
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1256. Для какой точки P параболы y2 = 2px отрезок нор-
мали в P , расположенный внутри кривой, имеет наименьшую
длину?

1257. Показать, что касательная к эллипсу, отрезок кото-
рой между осями имеет наименьшую длину, делится в точ-
ке касания на две части, соответственно равные полуосям
эллипса.

1258.
◦
Доказать, что в эллипсе расстояние от центра до

любой нормали не превосходит разности полуосей. (Удобно
воспользоваться параметрическим заданием эллипса.)

1259. В прямоугольной системе координат xOy даны точ-
ка (a, b) и кривая y = f(x). Показать, что расстояние меж-
ду постоянной точкой (a, b) и переменной (x, f(x)) может до-
стигнуть экстремума только в направлении нормали к кривой
y = f(x).
П е р в о о б р а з н о й функции f(x) называется

функция F (x), производная которой равна данной функции:
F ′(x) = f(x).
В задачах 1260–1261 показать (при помощи дифференци-

рования и без него), что данные функции являются первооб-
разными одной и той же функции.

1260. y = ln ax и y = lnx.
1261. y = 2 sin2 x и y = − cos 2x.
1262. y = (ex + e−x)2 и y = (ex − e−x)2.

∗ 1263. Показать, что функция

y = cos2 x+ cos2
(π

3
+ x
)
− cosx cos

(π
3

+ x
)

есть константа (т. е. не зависит от x). Найти значение этой
константы.

1264.
◦
Показать, что функция y = 2 arctgx + arcsin 2x

1+x2

есть константа при x � 1. Найти значение этой константы.
1265. Показать, что функция

y = arccos
a cosx+ b

a+ b cosx
− 2 arctg

(√
a− b

a+ b
tg
x

2

)
,

где 0 < b � a, есть константа при x � 0. Найти значение этой
константы.
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1266. Убедиться в том, что функции 1
2e

2x, ex shx и ex chx
отличаются одна от другой на постоянную величину. Пока-
зать, что каждая из данных функций является первообразной
для функции e2x.

§ 4.3. ПРИМЕНЕНИЕ ВТОРОЙ ПРОИЗВОДНОЙ

4.3.1. Экстремумы

Критическая точка x0, в которой f ′′(x0) > 0 (f ′′(x0) < 0),
является точкой минимума (максимума).
В задачах 1267–1275 найти экстремумы данных функций,

пользуясь второй производной.
1267. y = x3 − 2ax2 + a2x (a > 0).
1268. y = x2(a− x)2.
1269.

◦
y = x+ a2

x (a > 0).
1270. y = x+

√
1 − x.

1271. y = x
√

2 − x2.
1272. y = ch ax.
1273. y = x2e−x.
1274. y = x

ln .
1275.

◦
y = x

1
x .

1276. При каком значении a функция f(x) = a sinx +
+ 1

3 sin 3x имеет экстремум при x = π
3 ? Будет ли это максимум

или минимум?
1277. Найти значения a и b, при которых функция y =

= a lnx+ bx2 + x имеет экстремумы в точках x1 = 1 и x2 = 2.
Показать, что при этих значениях a и b данная функция имеет
минимум в точке x1 и максимум в точке x2.

4.3.2. Выпуклость, вогнутость, точки перегиба

Функция y = f(x) называется выпуклой вниз (вверх) на
отрезке [a, b], если для любых x1, x2 ∈ [a, b] дуга графи-
ка функции лежит ниже (выше) хорды, соединяющей точки
(x1, f(x1)) и (x2, f(x2)). Если f ′′(x) � 0 (f ′′(x) < 0) на интер-
вале (a, b), то f(x) выпукла вниз (вверх) на этом интервале.
В условиях задач данного задачника выпуклая вверх кривая
называется выпуклой, выпуклая вниз — вогнутой (эта тер-
минология не общепринята). Точка, в которой меняется на-
правление выпуклости графика функции, называется точкой
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перегиба. В точке перегиба f ′′(x) равна нулю или не суще-
ствует. Достаточным условием точки перегиба является изме-
нение знака второй производной.

1278. Выяснить, выпукла или вогнута линия y = x5 −
− 5x3 − 15x2 + 30 в окрестностях точек (1, 11) и (3, 3).

1279. Выяснить, выпукла или вогнута линия y = arctg x
в окрестностях точек

(
1, π

4

)
и
(−1,−π

4

)
.

1280.
◦
Выяснить, выпукла или вогнута линия y = x2 lnx

в окрестностях точек (1, 0) и
(

1
e2 ,− 2

e4

)
.

1281. Показать, что график функции 4y = x arctg x везде
вогнутый.

1282. Показать, что график функции y = ln(x2 − 1) везде
выпуклый.

1283. Доказать, что если график функции везде выпук-
лый или везде вогнутый, то эта функция не может иметь бо-
лее одного экстремума.

1284.
◦
Пусть P (x) — многочлен с положительными коэф-

фициентами и четными показателями степеней. Показать, что
график функции y = P (x) + ax+ b везде вогнутый.

1285. Линии y = ϕ(x) и y = ψ(x) вогнуты на интервале
(a, b). Доказать, что на данном интервале:

а) линия y = ϕ(x) + ψ(x) вогнута;
б) если ϕ(x) и ψ(x) положительны и имеют общую точку
минимума, то линия y = ϕ(x)ψ(x) вогнута.

1286. Выяснить вид графика функции, если известно, что
в интервале (a, b):
1) y > 0, y′ > 0, y′′ < 0;
2) y > 0, y′ < 0, y′′ > 0;
3) y < 0, y′ > 0, y′′ > 0;
4) y > 0, y′ < 0, y′′ < 0.

В задачах 1287–1300 найти точки перегиба и интервалы
вогнутости и выпуклости графиков данных функций.

1287. y = x3 − 5x2 + 3x− 5.
1288. y = (x+ 1)4 + ex.
1289. y = x4 − 12x3 + 48x2 − 50.
1290. y = x+ 36x2 − 2x3 − x4.
1291.

◦
y = 3x5 − 5x4 + 3x− 2.

1292. y = (x+ 2)6 + 2x+ 2.



108 Глава 4

1266. Убедиться в том, что функции 1
2e

2x, ex shx и ex chx
отличаются одна от другой на постоянную величину. Пока-
зать, что каждая из данных функций является первообразной
для функции e2x.

§ 4.3. ПРИМЕНЕНИЕ ВТОРОЙ ПРОИЗВОДНОЙ

4.3.1. Экстремумы

Критическая точка x0, в которой f ′′(x0) > 0 (f ′′(x0) < 0),
является точкой минимума (максимума).
В задачах 1267–1275 найти экстремумы данных функций,

пользуясь второй производной.
1267. y = x3 − 2ax2 + a2x (a > 0).
1268. y = x2(a− x)2.
1269.

◦
y = x+ a2

x (a > 0).
1270. y = x+

√
1 − x.

1271. y = x
√

2 − x2.
1272. y = ch ax.
1273. y = x2e−x.
1274. y = x

ln .
1275.

◦
y = x

1
x .

1276. При каком значении a функция f(x) = a sinx +
+ 1

3 sin 3x имеет экстремум при x = π
3 ? Будет ли это максимум

или минимум?
1277. Найти значения a и b, при которых функция y =

= a lnx+ bx2 + x имеет экстремумы в точках x1 = 1 и x2 = 2.
Показать, что при этих значениях a и b данная функция имеет
минимум в точке x1 и максимум в точке x2.

4.3.2. Выпуклость, вогнутость, точки перегиба

Функция y = f(x) называется выпуклой вниз (вверх) на
отрезке [a, b], если для любых x1, x2 ∈ [a, b] дуга графи-
ка функции лежит ниже (выше) хорды, соединяющей точки
(x1, f(x1)) и (x2, f(x2)). Если f ′′(x) � 0 (f ′′(x) < 0) на интер-
вале (a, b), то f(x) выпукла вниз (вверх) на этом интервале.
В условиях задач данного задачника выпуклая вверх кривая
называется выпуклой, выпуклая вниз — вогнутой (эта тер-
минология не общепринята). Точка, в которой меняется на-
правление выпуклости графика функции, называется точкой

Исследование функций и их графиков 109

перегиба. В точке перегиба f ′′(x) равна нулю или не суще-
ствует. Достаточным условием точки перегиба является изме-
нение знака второй производной.

1278. Выяснить, выпукла или вогнута линия y = x5 −
− 5x3 − 15x2 + 30 в окрестностях точек (1, 11) и (3, 3).

1279. Выяснить, выпукла или вогнута линия y = arctg x
в окрестностях точек

(
1, π

4

)
и
(−1,−π

4

)
.

1280.
◦
Выяснить, выпукла или вогнута линия y = x2 lnx

в окрестностях точек (1, 0) и
(

1
e2 ,− 2

e4

)
.

1281. Показать, что график функции 4y = x arctg x везде
вогнутый.

1282. Показать, что график функции y = ln(x2 − 1) везде
выпуклый.

1283. Доказать, что если график функции везде выпук-
лый или везде вогнутый, то эта функция не может иметь бо-
лее одного экстремума.

1284.
◦
Пусть P (x) — многочлен с положительными коэф-

фициентами и четными показателями степеней. Показать, что
график функции y = P (x) + ax+ b везде вогнутый.

1285. Линии y = ϕ(x) и y = ψ(x) вогнуты на интервале
(a, b). Доказать, что на данном интервале:

а) линия y = ϕ(x) + ψ(x) вогнута;
б) если ϕ(x) и ψ(x) положительны и имеют общую точку
минимума, то линия y = ϕ(x)ψ(x) вогнута.

1286. Выяснить вид графика функции, если известно, что
в интервале (a, b):
1) y > 0, y′ > 0, y′′ < 0;
2) y > 0, y′ < 0, y′′ > 0;
3) y < 0, y′ > 0, y′′ > 0;
4) y > 0, y′ < 0, y′′ < 0.

В задачах 1287–1300 найти точки перегиба и интервалы
вогнутости и выпуклости графиков данных функций.

1287. y = x3 − 5x2 + 3x− 5.
1288. y = (x+ 1)4 + ex.
1289. y = x4 − 12x3 + 48x2 − 50.
1290. y = x+ 36x2 − 2x3 − x4.
1291.

◦
y = 3x5 − 5x4 + 3x− 2.

1292. y = (x+ 2)6 + 2x+ 2.



110 Глава 4

1293. y = x3

x2+3a2 (a > 0).
1294. y = a− 3

√
x− b.

1295. y = esin x
(−π

2 � x � π
2

)
.

1296. y = ln(1 + x2).
1297. y = a

x ln x
a (a > 0).

1298. y = a− 5
√

(x− b)2.
1299. y = earctg x.

1300. y = x4(12 lnx− 7).
1301.

◦
Показать, что линия y = x+1

x2+1 имеет три точки пе-
региба, лежащие на одной прямой.

1302. Показать, что точки перегиба линии y = x sinx ле-
жат на линии y2(4 + x2) = 4x2.

1303. Показать, что точки перегиба линий y = sinx
x лежат

на линии y2(4 + x4) = 4.
1304. Убедиться в том, что графики функций y = ±e−x

и y = e−x sinx (кривая затухающих колебаний) имеют общие
касательные в точках перегиба линии y = e−x sinx.

1305. При каких значениях a и b точка (1, 3) служит точ-
кой перегиба линии y = ax3 + bx2?

1306.
◦
Выбрать α и β так, чтобы линия x2y + αx+

+ βy = 0 имела точку A(2; 2,5) точкой перегиба. Какие еще
точки перегиба она будет иметь?

1307. При каких значениях a график функции y =
= ex + ax3 имеет точки перегиба?

1308. Доказать, что абсцисса точки перегиба графика
функции не может совпадать с точкой экстремума этой
функции.

1309. Доказать, что у любой дважды дифференцируемой
функции, между двумя точками экстремума лежит по крайней
мере одна абсцисса точки перегиба графика функции.

1310. На примере функции y = x4 + 8x3 + 18x2 + 8 про-
верить, что между абсциссами точек перегиба графика функ-
ции может и не быть точек экстремума (ср. с предыдущей
задачей).
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1311. По графику функции (рис. 4.2) выяснить вид гра-
фиков ее первой и второй производных.

1312. То же сделать по графику функции (рис. 4.3).

1313. Выяснить вид графика функции по данному графи-
ку ее производной (рис. 4.4).

1314. Выяснить вид графика функции по данному графи-
ку ее производной (рис. 4.5).

1315. Линия задана параметрическими уравнениями
x = ϕ(t), y = ψ(t). Убедиться в том, что значениям t, при
которых выражение ϕ′ψ′′−ψ′ϕ′′

ϕ′ меняет знак (штрихом обозна-
чено дифференцирование по t), а ϕ′(t) �= 0, соответствуют
точки перегиба линии.

1316. Найти точки перегиба линии x = t2, y = 3t+ t3.

1317. Найти точки перегиба линии x = et, y = sin t.
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1317. Найти точки перегиба линии x = et, y = sin t.
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§ 4.4. ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ.
РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ

4.4.1. Теорема Коши и правило Лопиталя

Теорема Коши. Если функции f(x) и ϕ(x) непрерывны
на [a, b], дифференцируемы на (a, b) и ϕ′(x) �= 0 на (a, b), то
существует ξ ∈ (a, b) : f(b)−f(a)

ϕ(b)−ϕ(a) = f ′(ξ)
ϕ′(ξ) .

Правило Лопиталя. Если функции f(x) и ϕ(x) диффе-
ренцируемы в некоторой окрестности точки a, ϕ′(x) �= 0 и
lim
x→a

f(x) = lim
x→a

ϕ(x) = 0 или lim
x→a

f(x) = lim
x→a

ϕ(x) = ∞ (неопре-

деленности 0
0 и

∞
∞ ), то

lim
x→a

f(x)
ϕ(x)

= lim
x→a

f ′(x)
ϕ′(x)

,

при условии, что последний предел существует. Другие неопре-
деленности (0 · ∞, ∞−∞, . . .) предварительно приводятся к
виду 0

0 или
∞
∞ .

1318. Написать формулу Коши для функций f(x) = sinx
и ϕ(x) = lnx на отрезке [a, b], 0 < a < b.

1319. Написать формулу Коши для функций f(x) = e2x и
ϕ(x) = 1 + ex на отрезке [a, b].

1320. Проверить справедливость формулы Коши для функ-
ций f(x) = x3 и ϕ(x) = x2 + 1 на отрезке [1, 2].

1321. Проверить справедливость формулы Коши для функ-
ций f(x) = sinx и ϕ(x) = x+ cosx на отрезке

[
0, π2
]
.

1322. Доказать, что если на отрезке [a, b] имеет место со-
отношение |f ′(x)| � |ϕ′(x)| и ϕ′(x) не обращается в нуль,
то справедливо также соотношение |Δf(x)| � |Δϕ(x)|, где
Δf(x) = f(x + Δx) − f(x), Δϕ(x) = ϕ(x + Δx) − ϕ(x), а x и
x+ Δx — произвольные точки отрезка [a, b].

1323. Доказать, что на отрезке
[
x, 1

2

]
(x � 0) приращение

функции y = ln(1 + x2) меньше приращения функции y =
= arctg x на отрезке

[
1
2 , x
]
— наоборот: Δ arctg x < Δ ln(1 +

+ x2). Пользуясь последним соотношением, показать, что на
отрезке

[
1
2 , 1
]

arctgx− ln(1 + x2) � π
4 − ln 2.

В задачах 1324–1364 найти пределы.
1324. lim

x→a

3√x− 3√a√
x−√

a
.

1325. lim
x→0

ln cos x
x .
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1326. lim
x→0

ex−1
sin x .

1327. lim
x→0

eαx−cosαx
eβx−cosβx

.

1328. lim
x→0

x−arctg x
x3 .

1329. lim
x→0

ea
√

x−1√
sin bx

.

1330. lim
x→0

x−sin x
x−tg x .

1331. lim
x→∞

π−2 arctg x

ln(1+ 1
x ) .

1332. lim
x→a

xm−am

xn−an .

1333. lim
x→0

ax−bx

cx−dx .

1334. lim
x→0

ex2−1
cosx−1 .

1335. lim
x→0

ex−e−x

sin x cos x .

1336. lim
x→0

ax−bx

x
√

1−x2 .

1337. lim
x→a

cos x ln(x−a)
ln(ex−ea .

1338. lim
x→0

ex−e−x−2x
x−sin x .

1339. lim
x→0

etg x−ex

tg x−x .

1340. lim
x→0

ex− x3
6 − x2

2 −x−1

cosx+ x2
2 −1

.

1341. lim
x→0

ex3−1−x3

sin6 x .

1342. lim
x→0

ln(1+x)4−4x+2x2− 4
3x

3+x4

6 sin x−6x+x3 .

1343. lim
x→0

ln sin 2x
ln sin x .

1344. lim
x→0

ln x
ln sin x .

1345. lim
x→1

ln(1−x)+tg πx
2

ctg πx .

1346. lim
x→+∞(xne−x).

1347. lim
x→∞[(π − 2 arctgx) lnx].

1348. lim
x→∞

[
x sin a

x

]
.

1349. lim
x→1

[
x
x−1 − 1

ln x

]
.

1350. lim
ϕ→a

[
(a2 − ϕ2) tg πϕ

2a

]
.

1351. lim
x→1

(
1

ln x − x
ln x

)
.
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.
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1352. lim
x→0

(
ctg x− 1

x

)
.

1353. lim
x→1

1
cos πx

2 ln(1−x) .

1354. lim
x→∞

[
n
√

(a+ x)(b+ x)(c+ x) − x
]
.

1355. lim
x→∞

[
x
(
e

1
x − 1

)]
.

1356. lim
x→0

[
x2e

1
x2

]
.

1357. lim
x→π

2

(tg x)2x−π .

1358. lim
x→0

xsin x.

1359. lim
x→0

x
1

ln(ex−1) .

1360. lim
x→0

(
1
x

)tg x
.

1361. lim
x→∞(ex + x)

1
x .

1362. lim
x→a

(
2 − x

a

)tg πx
2a .

1363. lim
x→∞

(
1 + 1

x2

)x
.

1364. lim
x→0

[
ln(1+x)1+x

x2 − 1
x

]
.

1365. Проверить, что limx→∞ x−sinx
x+sinx существует, но не

может быть вычислен по правилу Лопиталя.
1366. Значение какой функции (при достаточно больших

значениях x) больше: axxa или xx?
1367. Значения какой функции (при достаточно больших

значениях x) больше: f(x) или ln f(x), при условии, что
f(x) → ∞ при x→ ∞.

1368. Пусть x → 0. Доказать, что e − (1 + x)
1
x — беско-

нечно малая первого порядка относительно x.

1369. Пусть x → 0. Доказать,

B

M

A
r

N

α0

Рис. 4.6

что ln(1+x)−e ln ln(e+x)— беско-
нечно малая второго порядка от-
носительно x.

1370. К окружности радиуса r
проведена касательная в точке A
(рис. 4.6) и на ней отложен от-
резок AN , длина которого равна
длине дуги AM . Прямая MN
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пересекает продолжение диаметра AO в точке B. Установить,
что

OB =
r(α cosα− sinα)

sinα− α
,

где α — радианная мера центрального угла, соответствующего
дуге AM , и показать, что limα→0OB = 2r.

4.4.2. Асимптотическое изменение функций и
асимптоты линий

Функции f(x) и ϕ(x) асимптотически равны друг дру-
гу при x → ∞, если limx→∞

f(x)
ϕ(x) = 1. Прямая y = kx + b

называется асимптотой графика функции y = f(x), если
limx→∞(f(x) − kx − b) = 0. При k �= 0 асимптота наклон-
ная, при k = 0 — горизонтальная. Прямая y = kx + b явля-
ется наклонной асимптотой тогда и только тогда, когда k =
= limx→∞

f(x)
x , b = limx→∞(f(x)−kx). Прямая x = a является

вертикальной асимптотой, если limx→a f(x) = ∞.

1371. Проверить, исходя непосредственно из определения,
что прямая y = 2x+ 1 есть асимптота линии y = 2x4+x3+1

x3 .
1372. Проверить, исходя непосредственно из определения,

что прямая x+ y = 0 есть асимптота линии x2y + xy2 = 1.
1373. Доказать, что линии y = 3

√
x3 + 3x2 и y = x2

x−1
асимптотически приближаются друг к другу при x→ ±∞.

1374. Доказать, что функции f(x) =
√
x6 + 2x4 + 7x2 + 1

и ϕ(x)=x3+x асимптотически равны друг другу при x→+∞.
Воспользоваться этим обстоятельством и вычислить прибли-
женно f(115) и f(120). Какую погрешность сделаем, положив
f(100) = ϕ(100)?
В задачах 1375–1391 найти асимптоты данных линий.
1375. x

2

a2 − y2

b2 = 1.
1376. xy = a.
1377. y = 1

x2−4x+5 .

1378. y = c+ a3

(x−b)2 .
1379. 2y(x+ 1)2 = x3.
1380. y3 = a3 − x3.
1381. y2 = 6x2 + x3.
1382. y2(x2 + 1) = x2(x2 − 1).
1383. xy2 + x2y = a3.



114 Глава 4
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1384. y(x2 − 3bx+ 2b2) = x3 − 3ax2 + a3.
1385. (y + x+ 1)2 = x2 + 1.
1386. y = x ln

(
e+ 1

x

)
.

1387. y = xex.
1388. y = xe

2
x + 1.

1389. y = x arcsecx.
1390. y = 2x+ arctg x

2 .
1391. y = xf(x)+a

f(x) , где f(x) — многочлен (a �= 0).
1392. Линия задана параметрически уравнениями x =

= ϕ(t), y = ψ(t). Доказать, что асимптоты, не параллель-
ные координатным осям, могут быть только при тех значениях
t = t0, при которых одновременно

lim
t→t0

ϕ(t) = ∞ и lim
t→t0

ψ(t) = ∞.

При этом, если уравнение асимптоты есть y = ax+ b, то

a = lim
t→t0

ψ(t)
ϕ(t)

, b = lim
t→t0

[ψ(t) − aϕ(t)].

Как найти асимптоты, параллельные координатным осям?
1393. Найти асимптоты линии x = 1

t , y = t
t+1 .

1394. Найти асимптоты линии x = 2et

t−1 , y = tet

t−1 .

1395. Найти асимптоты линии x = 2t
1−t2 , y = t2

1−t2 .
1396. Найти асимптоты декартова листа x= 3at

1+t3 , y= 3at2

1+t3 .
1397. Найти асимптоты линии x = t−8

t2−4 , y = 3
t(t2−4) .

4.4.3. Общее исследование функций и линий

При исследовании функций следует определить:
1) область определения функции;
2) нули функции, точки разрыва, знаки функции;
3) асимптоты;
4) первую производную, интервалы монотонности, точки

экстремума;
5) вторую производную, выпуклость, точки перегиба.
В задачах 1398–1464 провести полное исследование дан-

ных функций и начертить их графики.
1398. y = x

1+x2 .
1399. y = 1

1−x2 .
1400. y = x

x2−1 .
1401. y(x− 1)(x− 2)(x− 3) = 1.

Исследование функций и их графиков 117

1402. y = x2

x2−1 .
1403. y = (x2 − 1)3.
1404. y = 32x2(x2 − 1)3.
1405. y = 1

x + 4x2.
1406. y = x2 + 1

x2 .
1407. y = 2x−1

(x−1)2 .

1408. y = x3

3−x2 .

1409. y = x3

2(x+1)2 .

1410. y(x− 1) = x3.
1411. y(x3 − 1) = x4.
1412. y = (x−1)2

(x+1)3 .

1413. y = x3+2x2+7x−3
2x2 .

1414. xy = (x2 − 1)(x− 2).
1415. (y − x)x4 + 8 = 0.
1416. y = x

ex .
1417. y = x2e−x.
1418. y = ex

x .
1419. y = x− ln(x+ 1).
1420. y = ln(x2 + 1).
1421. y = x2e−x

2
.

1422. y = x3e−x.
1423. y = xe−

x2
2 .

1424. y = 1
ex−1 .

1425. y = x+ ln x
x .

1426. y =
(
1 + 1

x

)x
.

1427. y = x+ sinx.
1428. y = x sinx.
1429. y = ln cosx.
1430. y = cosx− ln cosx.
1431. y = x− 2 arctgx.
1432. y = 1

ex2−4x+3 (без отыскания точек перегиба).
1433. y = esinx − sinx (без отыскания точек перегиба).
1434. y = 3

√
x2 − x.

1435. y3 = x2(x2 − 4)3.
1436. (3y + x)3 = 27x.
1437. y = 3

√
(x+ 1)2 − 3

√
x2 + 1.

1438. y = (x− 1)
2
3 (x+ 1)3.
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1384. y(x2 − 3bx+ 2b2) = x3 − 3ax2 + a3.
1385. (y + x+ 1)2 = x2 + 1.
1386. y = x ln

(
e+ 1

x

)
.

1387. y = xex.
1388. y = xe

2
x + 1.

1389. y = x arcsecx.
1390. y = 2x+ arctg x

2 .
1391. y = xf(x)+a

f(x) , где f(x) — многочлен (a �= 0).
1392. Линия задана параметрически уравнениями x =

= ϕ(t), y = ψ(t). Доказать, что асимптоты, не параллель-
ные координатным осям, могут быть только при тех значениях
t = t0, при которых одновременно

lim
t→t0

ϕ(t) = ∞ и lim
t→t0

ψ(t) = ∞.

При этом, если уравнение асимптоты есть y = ax+ b, то

a = lim
t→t0

ψ(t)
ϕ(t)

, b = lim
t→t0

[ψ(t) − aϕ(t)].

Как найти асимптоты, параллельные координатным осям?
1393. Найти асимптоты линии x = 1

t , y = t
t+1 .

1394. Найти асимптоты линии x = 2et

t−1 , y = tet

t−1 .

1395. Найти асимптоты линии x = 2t
1−t2 , y = t2

1−t2 .
1396. Найти асимптоты декартова листа x= 3at

1+t3 , y= 3at2

1+t3 .
1397. Найти асимптоты линии x = t−8

t2−4 , y = 3
t(t2−4) .

4.4.3. Общее исследование функций и линий

При исследовании функций следует определить:
1) область определения функции;
2) нули функции, точки разрыва, знаки функции;
3) асимптоты;
4) первую производную, интервалы монотонности, точки

экстремума;
5) вторую производную, выпуклость, точки перегиба.
В задачах 1398–1464 провести полное исследование дан-

ных функций и начертить их графики.
1398. y = x

1+x2 .
1399. y = 1

1−x2 .
1400. y = x

x2−1 .
1401. y(x− 1)(x− 2)(x− 3) = 1.
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1402. y = x2

x2−1 .
1403. y = (x2 − 1)3.
1404. y = 32x2(x2 − 1)3.
1405. y = 1

x + 4x2.
1406. y = x2 + 1

x2 .
1407. y = 2x−1

(x−1)2 .

1408. y = x3

3−x2 .

1409. y = x3

2(x+1)2 .

1410. y(x− 1) = x3.
1411. y(x3 − 1) = x4.
1412. y = (x−1)2

(x+1)3 .

1413. y = x3+2x2+7x−3
2x2 .

1414. xy = (x2 − 1)(x− 2).
1415. (y − x)x4 + 8 = 0.
1416. y = x

ex .
1417. y = x2e−x.
1418. y = ex

x .
1419. y = x− ln(x+ 1).
1420. y = ln(x2 + 1).
1421. y = x2e−x

2
.

1422. y = x3e−x.
1423. y = xe−

x2
2 .

1424. y = 1
ex−1 .

1425. y = x+ ln x
x .

1426. y =
(
1 + 1

x

)x
.

1427. y = x+ sinx.
1428. y = x sinx.
1429. y = ln cosx.
1430. y = cosx− ln cosx.
1431. y = x− 2 arctgx.
1432. y = 1

ex2−4x+3 (без отыскания точек перегиба).
1433. y = esinx − sinx (без отыскания точек перегиба).
1434. y = 3

√
x2 − x.

1435. y3 = x2(x2 − 4)3.
1436. (3y + x)3 = 27x.
1437. y = 3

√
(x+ 1)2 − 3

√
x2 + 1.

1438. y = (x− 1)
2
3 (x+ 1)3.
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1439. y3 = 6x2 − x3.
1440. (y − x)2 = x5.
1441. (y − x2)2 = x5.
1442. y2 = x3 + 1.
1443. y2 = x3 − x.
1444. y2 = x(x− 1)2.
1445. y2 = x2(x− 1).
1446. y2 = x3−2

3x .
1447. x2y + xy2 = 2.
1448. y2 = x2 a+x

a−x (строфоида) (a > 0).
1449. 9y2 = 4x3 − x4.
1450. 25y2 = x2(4 − x2)3.
1451. y2 = x2 − x4.
1452. x2y2 = 4(x− 1).
1453. y2(2a− x) = x3 (циссоида) (a > 0).
1454. x2y2 = (x− 1)(x− 2).
1455. x2y2 = (a+ x)3(a− x) (конхоида) (a > 0).
1456. 16y2 = (x2 − 4)2(1 − x2).
1457. y2 = (1 − x2)3.
1458. y2x4 = (x2 − 1)3.
1459. y2 = 2exe−2x.
1460. y = e

1
x − x.

1461. y = etg x.
1462. f(x) = sinx

x , f(0) = 1.
1463. y = 1 − xe−

1
|x|− 1

x при x �= 0, y = 1 при x = 0.
1464. y = x2 − 4|x| + 3.
В задачах 1465–1469 исследовать функции, заданные па-

раметрически, и начертить их графики.
1465. x = t3 + 3t+ 1, y = t3 − 3t+ 1.
1466. x = t3 − 3π, y = t3 − 6 arctg t.
1467. x = 3t

1+t3 , y = 3t2

1+t3 .
1468. x = tet, y = te−t.
1469. x= 2acost−acos2t, 4y= 2asint−asin2t (кардиоида).
В задачах 1470–1477 исследовать линии, уравнения кото-

рых заданы в полярных координатах.
1470. ρ = a sin 3ϕ (трехлепестковая роза).
1471. ρ = a tgϕ.
1472. ρ = a(1 + tgϕ).
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1473. ρ = a(1 + cosϕ) (кардиоида).
1474. ρ = a(1 + b cos v) (a > 0, b > 1).
1475. ρ =

√
π
ϕ (жезл).

1476. ρ = 2
π arctg ϕ

π .
1477. ρ =

√
1 − t2, ϕ = arcsin t+

√
1 − t2.

В задачах 1478–1481 исследовать и построить линии, пред-
варительно приведя их уравнения к полярным координатам.

1478. (x2 + y2)3 = 4a2x2y2.
1479. (x2 + y2)x = a2y.
1480. x4 + y4 = a2(x2 + y2).
1481. (x2 + y2)(x2 − y2)2 = 4x2y2.

4.4.4. Решение уравнений

1482. Проверить, что уравнение x3−x2−8x+12=0 имеет
один простой корень x1 =−3 и один двукратный корень x2 =2.

1483. Проверить, что уравнение x4 +2x3−3x2−4x+4 = 0
имеет два двукратных корня x1 = 1 и x2 = −2.

1484. Убедиться в том, что уравнение x arcsinx = 0 име-
ет только один действительный корень x = 0 и притом дву-
кратный.

1485. Показать, что корни уравнения x sinx = 0 имеют
вид y = kπ (k = 0, ±1, ±2, . . . ), причем значению k = 0 со-
ответствует двукратный корень. Какова кратность остальных
корней?

1486. Показать, что уравнение x3−3x2 +6x−1 = 0 имеет
единственный действительный простой корень, принадлежа-
щий интервалу (0, 1), и найти этот корень с точностью до 0,1,
пользуясь методом проб.

1487. Показать, что уравнение x4 + 3x2 − x− 2 = 0 имеет
два (и только два) действительных простых корня, принадле-
жащих соответственно интервалам (−1, 0) и (0, 1). С помощью
метода проб найти эти корни с точностью до 0,1.

1488. Показать, что уравнение f(x) = a �= 0, где f(x) —
многочлен с положительными коэффициентами, показатели
степеней всех членов которого нечетны, имеет один и толь-
ко один действительный корень (который может быть и крат-
ным). Рассмотреть случай, когда a = 0. Найти с точностью до
0,01 корень уравнения x3 +3x−1 = 0, комбинируя метод проб
с методом хорд.
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1439. y3 = 6x2 − x3.
1440. (y − x)2 = x5.
1441. (y − x2)2 = x5.
1442. y2 = x3 + 1.
1443. y2 = x3 − x.
1444. y2 = x(x− 1)2.
1445. y2 = x2(x− 1).
1446. y2 = x3−2

3x .
1447. x2y + xy2 = 2.
1448. y2 = x2 a+x

a−x (строфоида) (a > 0).
1449. 9y2 = 4x3 − x4.
1450. 25y2 = x2(4 − x2)3.
1451. y2 = x2 − x4.
1452. x2y2 = 4(x− 1).
1453. y2(2a− x) = x3 (циссоида) (a > 0).
1454. x2y2 = (x− 1)(x− 2).
1455. x2y2 = (a+ x)3(a− x) (конхоида) (a > 0).
1456. 16y2 = (x2 − 4)2(1 − x2).
1457. y2 = (1 − x2)3.
1458. y2x4 = (x2 − 1)3.
1459. y2 = 2exe−2x.
1460. y = e

1
x − x.

1461. y = etg x.
1462. f(x) = sinx

x , f(0) = 1.
1463. y = 1 − xe−

1
|x|− 1

x при x �= 0, y = 1 при x = 0.
1464. y = x2 − 4|x| + 3.
В задачах 1465–1469 исследовать функции, заданные па-

раметрически, и начертить их графики.
1465. x = t3 + 3t+ 1, y = t3 − 3t+ 1.
1466. x = t3 − 3π, y = t3 − 6 arctg t.
1467. x = 3t

1+t3 , y = 3t2

1+t3 .
1468. x = tet, y = te−t.
1469. x= 2acost−acos2t, 4y= 2asint−asin2t (кардиоида).
В задачах 1470–1477 исследовать линии, уравнения кото-

рых заданы в полярных координатах.
1470. ρ = a sin 3ϕ (трехлепестковая роза).
1471. ρ = a tgϕ.
1472. ρ = a(1 + tgϕ).
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1473. ρ = a(1 + cosϕ) (кардиоида).
1474. ρ = a(1 + b cos v) (a > 0, b > 1).
1475. ρ =

√
π
ϕ (жезл).

1476. ρ = 2
π arctg ϕ

π .
1477. ρ =

√
1 − t2, ϕ = arcsin t+

√
1 − t2.

В задачах 1478–1481 исследовать и построить линии, пред-
варительно приведя их уравнения к полярным координатам.

1478. (x2 + y2)3 = 4a2x2y2.
1479. (x2 + y2)x = a2y.
1480. x4 + y4 = a2(x2 + y2).
1481. (x2 + y2)(x2 − y2)2 = 4x2y2.

4.4.4. Решение уравнений

1482. Проверить, что уравнение x3−x2−8x+12=0 имеет
один простой корень x1 =−3 и один двукратный корень x2 =2.

1483. Проверить, что уравнение x4 +2x3−3x2−4x+4 = 0
имеет два двукратных корня x1 = 1 и x2 = −2.

1484. Убедиться в том, что уравнение x arcsinx = 0 име-
ет только один действительный корень x = 0 и притом дву-
кратный.

1485. Показать, что корни уравнения x sinx = 0 имеют
вид y = kπ (k = 0, ±1, ±2, . . . ), причем значению k = 0 со-
ответствует двукратный корень. Какова кратность остальных
корней?

1486. Показать, что уравнение x3−3x2 +6x−1 = 0 имеет
единственный действительный простой корень, принадлежа-
щий интервалу (0, 1), и найти этот корень с точностью до 0,1,
пользуясь методом проб.

1487. Показать, что уравнение x4 + 3x2 − x− 2 = 0 имеет
два (и только два) действительных простых корня, принадле-
жащих соответственно интервалам (−1, 0) и (0, 1). С помощью
метода проб найти эти корни с точностью до 0,1.

1488. Показать, что уравнение f(x) = a �= 0, где f(x) —
многочлен с положительными коэффициентами, показатели
степеней всех членов которого нечетны, имеет один и толь-
ко один действительный корень (который может быть и крат-
ным). Рассмотреть случай, когда a = 0. Найти с точностью до
0,01 корень уравнения x3 +3x−1 = 0, комбинируя метод проб
с методом хорд.
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1489. Доказать теорему: для того чтобы уравнение x3+
+ px+ q = 0 имело три простых действительных корня, необ-
ходимо и достаточно, чтобы коэффициенты p и q удовлетво-
ряли неравенству 4p3 + 27q2 < 0. Найти с точностью до 0,01
все корни уравнения x3 − 9x+ 2 = 0, комбинируя метод проб
с методом хорд.

1490. Показать, что уравнение x4 +2x2−6x+2 = 0 имеет
два (и только два) действительных простых корня, принадле-
жащих соответственно интервалам (0,1) и (1, 2). Комбинируя
метод хорд с методом касательных, найти эти корни с точно-
стью до 0,01.

1491. Показать, что уравнение x5 + 5x + 1 = 0 имеет
единственный действительный простой корень, принадлежа-
щий интервалу (−1, 0), и найти этот корень с точностью до
0,01, комбинируя метод хорд с методом касательных.
В задачах 1492–1497 приближенные значения корней урав-

нения следует считать комбинированием трех методов: метода
проб, метода хорд и метода касательных. (При необходимости
следует пользоваться таблицами значений функций, входящих
в уравнение.)

1492. Показать, что уравнение xex = 2 имеет только один
действительный корень, который принадлежит интервалу (0,1),
и найти этот корень с точностью до 0,01.

1493. Показать, что уравнение x lnx = a не имеет вовсе
действительных корней при a < − 1

e , имеет один действи-
тельный двукратный корень при a = − 1

e , два действительных
простых корня при − 1

e < a < 0 и один действительный про-
стой корень при a � 0. Найти корень уравнения x lnx = 0,8 с
точностью до 0,01.

1494. Показать, что так называемое уравнение Кеплера
x ε sinx + a, где 0 < ε < 1, имеет один простой действитель-
ный корень, и найти этот корень с точностью до 0,001 при
ε = 0,538 и a = 1.

1495. Показать, что уравнение ax = ax при a > 1 всегда
имеет два (и только два) действительных и положительных
корня, причем один корень равен 1, а второй корень меньше,
больше или равен 1 в зависимости от того, будет ли a больше,
меньше или равно e. Найти с точностью до 0,01 второй корень
этого уравнения при a = 3.
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1496. Показать, что уравнение x2 arctgx = a, где a �= 0,
имеет один действительный корень. Найти с точностью до
0,001 корень этого уравнения при a = 1.

1497. При каком основании a системы логарифмов суще-
ствуют числа, равные своим логарифмам? Сколько таких чи-
сел может быть? Найти такое число (с точностью до 0,01) при
a = 1

2 .

§ 4.5. ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЕ

4.5.1. Формула Тейлора для многочленов

Формула Тейлора: если функция имеет на отрезке [a, b] n
производных, то

f(x) = f(a) + f ′(a)(x − a) + f ′′(a)
(x − a)2

2!
+ . . .+

+ f (n−1)(a)
(x− a)n−1

(n− 1)!
+ f (n)(a+ θ(x− a))

(x − a)n

n!
,

где 0 < θ < 1.

При a = 0 получаем формулу Маклорена:

f(x) = f(0) + f ′(0)x+ f ′′(0)
x2

2!
+ . . .+

+ f (n−1)(0)
xn−1

(n− 1)!
+ f (n)(θx)

xn

n!
,

где 0 < θ < 1.

Если f(x) — многочлен степени n, формула Тейлора содержит
n+ 1 слагаемое.

1498. Разложить многочлен x4 − 5x3 + x2 − 3x+ 4 по сте-
пеням двучлена x− 4.

1499. Разложить многочлен x3 +3x2−2x+4 по степеням
двучлена x+ 1.

1500. Разложить многочлен x10−3x5+1 по степеням дву-
члена x− 1.

1501. Функцию f(x) = (x2 − 3x + 1)3 разложить по сте-
пеням x, пользуясь формулой Тейлора.

1502. f(x) — многочлен четвертой степени. Зная, что
f(2) = −1, f ′(2) = 0, f ′′(2) = 2, f ′′′(2) = −12, f IV(2) = 24,
вычислить f(−1), f ′(0), f ′′(1).
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1489. Доказать теорему: для того чтобы уравнение x3+
+ px+ q = 0 имело три простых действительных корня, необ-
ходимо и достаточно, чтобы коэффициенты p и q удовлетво-
ряли неравенству 4p3 + 27q2 < 0. Найти с точностью до 0,01
все корни уравнения x3 − 9x+ 2 = 0, комбинируя метод проб
с методом хорд.

1490. Показать, что уравнение x4 +2x2−6x+2 = 0 имеет
два (и только два) действительных простых корня, принадле-
жащих соответственно интервалам (0,1) и (1, 2). Комбинируя
метод хорд с методом касательных, найти эти корни с точно-
стью до 0,01.

1491. Показать, что уравнение x5 + 5x + 1 = 0 имеет
единственный действительный простой корень, принадлежа-
щий интервалу (−1, 0), и найти этот корень с точностью до
0,01, комбинируя метод хорд с методом касательных.
В задачах 1492–1497 приближенные значения корней урав-

нения следует считать комбинированием трех методов: метода
проб, метода хорд и метода касательных. (При необходимости
следует пользоваться таблицами значений функций, входящих
в уравнение.)
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e , имеет один действи-
тельный двукратный корень при a = − 1

e , два действительных
простых корня при − 1

e < a < 0 и один действительный про-
стой корень при a � 0. Найти корень уравнения x lnx = 0,8 с
точностью до 0,01.
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меньше или равно e. Найти с точностью до 0,01 второй корень
этого уравнения при a = 3.
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1496. Показать, что уравнение x2 arctgx = a, где a �= 0,
имеет один действительный корень. Найти с точностью до
0,001 корень этого уравнения при a = 1.

1497. При каком основании a системы логарифмов суще-
ствуют числа, равные своим логарифмам? Сколько таких чи-
сел может быть? Найти такое число (с точностью до 0,01) при
a = 1

2 .

§ 4.5. ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЕ

4.5.1. Формула Тейлора для многочленов

Формула Тейлора: если функция имеет на отрезке [a, b] n
производных, то

f(x) = f(a) + f ′(a)(x − a) + f ′′(a)
(x − a)2

2!
+ . . .+

+ f (n−1)(a)
(x− a)n−1

(n− 1)!
+ f (n)(a+ θ(x− a))

(x − a)n

n!
,

где 0 < θ < 1.

При a = 0 получаем формулу Маклорена:

f(x) = f(0) + f ′(0)x+ f ′′(0)
x2

2!
+ . . .+

+ f (n−1)(0)
xn−1

(n− 1)!
+ f (n)(θx)

xn

n!
,

где 0 < θ < 1.

Если f(x) — многочлен степени n, формула Тейлора содержит
n+ 1 слагаемое.

1498. Разложить многочлен x4 − 5x3 + x2 − 3x+ 4 по сте-
пеням двучлена x− 4.

1499. Разложить многочлен x3 +3x2−2x+4 по степеням
двучлена x+ 1.

1500. Разложить многочлен x10−3x5+1 по степеням дву-
члена x− 1.

1501. Функцию f(x) = (x2 − 3x + 1)3 разложить по сте-
пеням x, пользуясь формулой Тейлора.

1502. f(x) — многочлен четвертой степени. Зная, что
f(2) = −1, f ′(2) = 0, f ′′(2) = 2, f ′′′(2) = −12, f IV(2) = 24,
вычислить f(−1), f ′(0), f ′′(1).
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4.5.2. Формула Тейлора

1503. Написать формулу Тейлора n-го порядка для функ-
ции y = 1

x при x0 = −1.
1504. Написать формулу Тейлора (формулу Маклорена)

n-го порядка для функции y = xex при x0 = 0.
1505. Написать формулу Тейлора n-го порядка для функ-

ции y =
√
x при x0 = 4.

1506. Написать формулу Тейлора 2n-го порядка для функ-
ции y = ex+e−x

2 при x0 = 0.
1507. Написать формулу Тейлора n-го порядка для функ-

ции y = x3 lnx при x0 = 1.
1508. Написать формулу Тейлора 2n-го порядка для функ-

ции y = sin2 x при x0 = 0.
1509. Написать формулу Тейлора 3-го порядка для функ-

ции y = x
x−1 при x0 = 2 и построить графики данной функции

и ее многочлена Тейлора 3-й степени.
1510. Написать формулу Тейлора 2-го порядка для функ-

ции y = tg x при x0 = 0 и построить графики данной функции
и ее многочлена Тейлора 2-й степени.

1511. Написать формулу Тейлора 3-го порядка для функ-
ции y = arcsinx при x0 = 0 и построить графики данной
функции и ее многочлена Тейлора 3-й степени.

1512. Написать формулу Тейлора 3-го порядка для функ-
ции y = 1√

x
при x0 = 1 и построить графики данной функции

и ее многочлена Тейлора 3-й степени.
∗ 1513. Доказать, что число θ в остаточном члене формулы

Тейлора 1-го порядка

f(a+ h) = f(a) + hf ′(a) +
h2

2
f ′′(a+ θh)

стремится к 1
3 при h→ 0, если f ′′′(x) непрерывна при x = a и

f ′′′(a) �= 0.

4.5.3. Некоторые применения формулы Тейлора

В задачах 1514–1519 выяснить поведение данных функций
в указанных точках.

1514. y = 2x6 − x3 + 3 в точке x = 0.
1515. y = x11 + 3x6 + 1 в точке x = 0.
1516. y = 2 cosx+ x2 в точке x = 0.
1517. y = 6 lnx− 2x3 + 9x2 − 18x в точке x = 1.
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1518. y = 6 sinx+ x2 в точке x = 0.
1519. y = 24ex − 24x− 12x2 − 4x3 − x4 в точке x = 0.
1520. f(x) = x10 − 3x6 + x2 + 2. Найти первые три чле-

на разложения по формуле Тейлора при x0 = 1. Подсчитать
приближенно f(1,03).

1521. f(x) = x8 − 2x7 + 5x6 − x + 3. Найти первые три
члена разложения по формуле Тейлора при x0 = 2. Подсчитать
приближенно f(2,02) и f(1,97).

1522. f(x) = x80 −x40 +x20. Найти первые три члена раз-
ложения f(x) по степеням x−1 и найти приближенно f(1,005).

1523. f(x) = x5 − 5x3 + x. Найти первые три члена раз-
ложения по степеням x − 2. Вычислить приближенно f(2, 1).
Вычислить f(2, 1) точно и найти абсолютную и относитель-
ную погрешности.

1524. Проверить, что при вычислении значений функции
ex при 0 < x � 1

2 по приближенной формуле e
x ≈ 1 + x+

+ x2

2 + x3

6 допускаемая погрешность меньше 0,01. Пользуясь
этим, найти

√
e с тремя верными цифрами.

1525. Пользуясь приближенной формулой ex ≈ 1+x+ x2

2 ,
найти 1

4√e и оценить погрешность.
1526. Проверить, что для углов, меньших 28◦, погреш-

ность, которая получится, если вместо sinx взять выражение
x− x3

3! + x5

5! , будет меньше 0,000001. Пользуясь этим, вычислить
sin 20◦ с шестью верными цифрами.

1527. Найти cos 10◦ с точностью до 0,001. Убедиться в
том, что для достижения указанной точности достаточно взять
соответствующую формулу Тейлора 2-го порядка.

1528. Пользуясь приближенной формулой

ln(1 + x) ≈ x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
,

найти ln 1,5 и оценить погрешность.

§ 4.6. КРИВИЗНА

Предел отношения угла Δα между положительными на-
правлениями касательных к кривой в точках M и N к длине
дуги MN = Δs называется кривизной кривой в точке M :

k = lim
Δs→0

Δα
Δs

.
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Формулы для вычисления кривизны: для явного задания функ-
ции y = f(x)

k =
y′′

(1 + y′2)3/2
,

для параметрического задания x = ϕ(t), y = ψ(t)

k =
x′y′′ − x′′y′

(x′2 + y′2)3/2
,

где все производные берутся по t, в полярных координатах

k =
r2 + 2r′2 − rr′′

(r2 + r′2)3/2
.

Величина R = 1
|k| называется радиусом кривизны. Предель-

ное положение окружности, проведенной через точки M,P,Q
кривой при P → M и Q → M называется окружностью
кривизны. Радиус окружности кривизны равен радиусу кри-
визны. Центр окружности кривизны (ξ, η) (центр кривизны)
лежит на нормали к кривой, проведенной через точку M в
сторону вогнутости кривой,

ξ = x− y′(1 + y′2)
y′′

, η = y +
1 + y′2

y′′
.

Кривая, состоящая из всех центров кривизны данной кривой
(геометрическое место центров кривизны) называется эволю-
той данной кривой. Исходная кривая называется эвольвентой
своей эволюты. Если в формулах координат центра кривизны
рассматривать ξ и η как координаты точки эволюты, получим
параметрическое уравнение эволюты.
В задачах 1529–1536 найти кривизну данных линий.
1529. Гиперболы xy = 4 в точках (2, 2).
1530. Эллипса x2

a2 + y2

b2 = 1 в вершинах.
1531. y = x4 − 4x3 − 18x2 в начале координат.
1532. y2 = 8x в точке

(
9
8 , 3
)
.

1533. y = lnx в точке (1, 0) .
1534. y = ln(x+

√
1 + x2) в начале координат.

1535. y = sinx в точках, соответствующих экстремаль-
ным значениям функции.

1536. Декартова листа x3 + y3 = 3axy в точке
(

3
2a,

3
2a
)
.
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В задачах 1537–1542 найти кривизну данных линий в про-
извольной точке (x, y).

1537. y = x3.
1538. x

2

a2 − y2

b2 = 1.
1539. y = ln secx.
1540. x

2
3 + y

2
3 = a

2
3 .

1541. x
m

am + ym

bm = 1.
1542. y = a ch x

a .

В задачах 1543–1549 найти кривизну данных линий.

1543. x = 3t2, y = 3t− t3 при t = 1.
1544. x = a cos3 t, y = a sin3 t при t = t1.
1545. x = a(cos t+ t sin t), y = a(sin t− t cos t) при t = π

2 .
1546. x = 2a cos t− a cos 2t, y = 2a sin t− a sin 2t в произ-

вольной точке.
1547. ρ = aϕ в точке ρ = 1, ϕ = 0.
1548. ρ = aϕ в произвольной точке.
1549. ρ = aϕk в произвольной точке.
1550. Найти радиус кривизны эллипса x2

a2 + y2

b2 = 1 в той
его точке, в которой отрезок касательной между осями коор-
динат делится точкой касания пополам.

1551. Показать, что радиус кривизны параболы равен удво-
енному отрезку нормали, заключенному между точками пере-
сечения нормали с параболой и ее директрисой.

1552. Показать, что радиус кривизны циклоиды в любой
ее точке вдвое больше длины нормали в той же точке.

1553. Показать, что радиус кривизны лемнискаты ρ =
= a2 cos 2ϕ обратно пропорционален соответствующему поляр-
ному радиусу.

1554. Найти окружность кривизны параболы y = x2 в
точке (1, 1).

1555. Найти окружности кривизны гиперболы xy = 1 в
точке (1, 1).

1556. Найти окружности кривизны линии y = ex в точке
(0, 1).

1557. Найти окружность кривизны линии y = tg x в точке(
π
4 , 1
)
.
1558. Найти окружность кривизны циссоиды (x2 + y2)x−

− 2ay2 = 0 в точке (a, a).
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1536. Декартова листа x3 + y3 = 3axy в точке
(

3
2a,

3
2a
)
.
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В задачах 1537–1542 найти кривизну данных линий в про-
извольной точке (x, y).

1537. y = x3.
1538. x

2

a2 − y2

b2 = 1.
1539. y = ln secx.
1540. x

2
3 + y

2
3 = a

2
3 .

1541. x
m

am + ym

bm = 1.
1542. y = a ch x

a .

В задачах 1543–1549 найти кривизну данных линий.
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2 .
1546. x = 2a cos t− a cos 2t, y = 2a sin t− a sin 2t в произ-
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1549. ρ = aϕk в произвольной точке.
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a2 + y2

b2 = 1 в той
его точке, в которой отрезок касательной между осями коор-
динат делится точкой касания пополам.
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ее точке вдвое больше длины нормали в той же точке.

1553. Показать, что радиус кривизны лемнискаты ρ =
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π
4 , 1
)
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− 2ay2 = 0 в точке (a, a).
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В задачах 1559–1562 найти вершины (точки, в которых
кривизна принимает экстремальное значение) данных линий.

1559.
√
x+

√
y =

√
a.

1560. y = lnx.
1561. y = ex.
1562. x = a(3 cos t+ cos 3t), y = a(3 sin t+ sin 3t).
1563. Найти наибольшее значение радиуса кривизны ли-

нии ρ = a sin3 ϕ
3 .

1564. Показать, что кривизна в точке P линии y = f(x)
равна |y′′ cos3 α|, где α — угол, образуемый касательной к
линии в точке P с положительным направлением абсцисс.

1565. Показать, что кривизну линии в произвольной точ-
ке можно представить выражением k =

∣∣ d sinα
dx

∣∣, где α имеет
то же значение, что и в предыдущей задаче.

1566. Функция f(x) определена так: f(x) = x3 в интерва-
ле −∞ < x � 1, f(x) = ax2 + bx+ c в интервале 1 < x < +∞.
Каковы должны быть a, b, c, для того чтобы линия y = f(x)
имела везде непрерывную кривизну.

1567. Даны (рис. 4.7): дуга AM окружности с радиусом,
равным 5, и с центром в точке (0, 5) и отрезок BC прямой,
соединяющей точки B(1, 3) и C(11, 66). Требуется точкуM со-
единить с точкой B дугой параболы так, чтобы линия AMBC
имела везде непрерывную кривизну. Найти уравнение искомой
параболы (взять параболу 5-го порядка).

y

xM

C(11, 66)

A

(0, 5)

B(1, 3)

5

Рис. 4.7

В задачах 1568–1574 найти координаты центра кривизны и
уравнение эволюты для данных линий.
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1568. Парабола n-го порядка y = xn.
1569. Гипербола x2

a2 − y2

b2 = 1.
1570. Астроида x

2
3 + y

2
3 = a

2
3 .

1571. Полукубическая парабола y3 = ax2.
1572. Парабола x = 3t, y = t2 − 6.
1573. Циссоида y2 = x3

2a−x .
1574. Линия x = a(1 + cos2 t) sin t, y = a sin2 t cos t.
1575. Показать, что эволюта трактрисы

x = −a
(

ln tg
t

2
+ cos t

)
, y = a sin t

есть цепная линия.
1576. Показать, что эволюта логарифмической спирали

ρ = aϕ представляет собой точно такую же спираль, толь-
ко повернутую на некоторый угол. Можно ли так подобрать
a, чтобы эволюта совпала с самой спиралью?

1577. Показать, что любую эвольвенту окружности мож-
но получить путем поворота одной из них на соответствующий
угол.

1578. Показать, что расстояние некоторой точки циклои-
ды от центра кривизны соответствующей точки эволюты равно
удвоенному диаметру производящего круга.

1579. Эволютой параболы y2 = 4px служит полукубиче-
ская парабола py2 = 4

27 (x − 2p)3. Найти длину дуги полуку-
бической параболы от острия до точки (x, y).

1580. Найти длину эволюты эллипса, полуоси которого
равны a и b.

1581. Показать, что эволютой астроиды x = a cos3 t,
y = a sin3 t является астроида вдвое бо́льших линейных раз-
меров, повернутая на 45◦. Воспользовавшись этим, вычислить
длину дуги данной астроиды.

∗ 1582. Показать, что эволюта кардиоиды x = 2a cos t −
−a cos 2t, y = 2a sin t−a sin 2t есть также кардиоида, подобная
данной. Воспользовавшись этим, найти длину дуги всей кар-
диоиды.

∗ 1583. Доказать теорему: если кривизна дуги некоторой
линии либо только возрастает, либо только убывает, то окруж-
ности кривизны, соответствующие различным точкам этой ду-
ги, не пересекаются и лежат одна внутри другой.
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Глава 5

ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

§ 5.1. ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ
И ЕГО ПРОСТЕЙШИЕ СВОЙСТВА

Пусть функция y = f(x) определена на отрезке [a, b]. Ко-
нечное множество точек a = x0 < x1 < . . . < xn = b называ-
ется разбиением отрезка [a, b]. Сумма вида

Sn =
n∑
i=1

f(ξi)Δxi,

где xi−1 � ξi � xi, Δxi = xi − xi−1, называется интеграль-
ной суммой. Если существует предел интегральных сумм при
стремлении наибольшего Δxi к нулю, не зависящий ни от
разбиения, ни от выбора точек ξi, функция называется инте-
грируемой, а предел интегральных сумм называется опреде-
ленным интегралом,

lim
maxΔxi→0

Sn =

b∫
a

f(x) dx.

Непрерывная функция на отрезке интегрируема. Если
f(x) � 0 на [a, b], площадь криволинейной трапеции a � x � b,

0 � y � f(x) равна
b∫
a

f(x) dx, если f(x) � 0, S = −
b∫
a

f(x) dx.

Если фигура ограничена графиками функций f1(x) и f2(x) и
прямыми x = a и x = b,

S =

b∫
a

(f2(x) − f1(x)) dx.
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1592. Выразить с помощью интеграла площадь фигуры,
ограниченной следующими линиями:
1) осями координат, прямой x = 3 и параболой y = x2+1;
2) осью абсцисс, прямыми x = a, x = b и линией 4y =

= ex + 2 (b > a);
3) осью абсцисс и дугой синусоиды y = sinx, соответ-

ствующей первому полупериоду;
4) параболами y = x2 и y = 8 − x2;
5) параболами y = x2 и y =

√
x;

6) линиями y = lnx и y = ln2 x.

1593.
◦
Фигура ограничена осью абсцисс и прямыми y =

= 2x, x = 4, x = 6. Найти площади входящих и выходя-
щих n-ступенчатых фигур («лестниц»), разбивая отрезок [4, 6]
на равные части. Убедиться, что оба полученных выражения
стремятся при неограниченном возрастании n к одному и то-
му же пределу S — площади фигуры. Найти абсолютную и
относительную погрешности при замене данной площади пло-
щадями входящих и выходящих n-ступенчатых «лестниц».

1594. Криволинейная трапеция с основанием [2, 3] ограни-
чена параболой y = x2. Найти абсолютную и относительную
погрешности при замене данной площади площадью входящей
10-ступенчатой «лестницы».

1595. Вычислить площадь фигуры, ограниченной парабо-
лой y = x2

2 , прямыми x = 3, x = 6 и осью абсцисс.
1596. Вычислить площадь сегмента, отсекаемого прямой

y = 2x+ 3 от параболы y = x2.

1597. Вычислить площадь па- a

h

Рис. 5.1

раболического сегмента с основа-
нием a = 10 см и стрелкой h =
= 6 см. (Основанием служит хор-
да, перпендикулярная к оси пара-
болы, рис. 5.1).

1598. Вычислить площадь фи-
гуры, ограниченной параболой
y = x2 − 4x + 5, осью абсцисс и
прямыми x = 3, x = 5.

1599. Вычислить площадь фигуры, ограниченной дугами
парабол y = 1

4x
2 и y = 3 − x2

2 .
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1600.
◦
Вычислить площадь фигуры, ограниченной парабо-

лами y = x2 − 6x+ 10 и y = 6x− x2.
1601. Вычислить площадь, заключенную между парабо-

лой y = x2 − 2x + 2, касательной к ней в точке (3, 5), осью
ординат и осью абсцисс.

1602. Материальная точка движется со скоростью v =
= 2t+4 см/с. Найти путь, пройденный точкой за первые 10 с.

1603. Скорость v при свободном падении равна gt. Найти
путь, пройденный за первые 5 с падения.

1604. Скорость движения, пропорциональная квадрату
времени, в конце 4-й секунды равна 1 см/с. Чему равен путь,
пройденный за первые 10 с?

1605.
◦
Известно, что сила, противодействующая растяже-

нию пружины, пропорциональна удлинению ее (закон Гука).
Растягивая пружину на 4 см, произвели работу 10 Дж. Какая
работа будет произведена при растяжении пружины на 10 см?

1606. Чтобы растянуть пружину на 2 см, нужно произ-
вести работу 20 Дж. Насколько можно растянуть пружину,
затратив работу 80 Дж?

1607. Скорость v радиоактивного распада является задан-
ной функцией времени: v = v(t). Выразить количество m ра-
диоактивного вещества, распавшегося за время от момента T0

до момента T1:
1) приближенно — суммой;
2) точно — интегралом.

1608. Скорость нагревания тела является заданной функ-
цией времени ψ(t). На сколько градусов θ нагреется тело за
время от момента T0 до момента T1? Выразить решение:
1) приближенно — суммой;
2) точно — интегралом.

1609. Переменный ток I является заданной функцией вре-
мени I = I(t). Выразить (приближенно — суммой, точно — ин-
тегралом) количество Q электричества, протекшее через по-
перечное сечение проводника за время T , считая от начала
опыта.

1610. Напряжение E переменного тока является заданной
функцией времени E = ϕ(t); ток I — тоже заданной функцией
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времени I = ψ(t). Выразить работу A тока за время от момен-
та T0 до момента T1:
1) приближенно — суммой;
2) точно — интегралом.

1611. Электрическая цепь питается батареей аккумулято-
ров. В течение 10 мин напряжение на клеммах равномерно
падает от E0 = 60 В до E = 40 В. Сопротивление цепи R =
= 20 Ом. Найти количество электричества, протекшее через
цепь за 10 мин.

1612.
◦
Напряжение электрической цепи равномерно пада-

ет, уменьшаясь на a = 1,5 В в минуту. Первоначальное на-
пряжение цепи E0 = 120 В; сопротивление цепи R = 60 Ом.
Найти работу тока за 5 мин. Индуктивностью и емкостью
пренебрегаем.

1613. В цепь равномерно вводится напряжение. В начале
опыта напряжение равно нулю. По истечении минуты напря-
жение достигает 120 В. Сопротивление цепи равно 100 Ом.
Индуктивностью и емкостью пренебрегаем. Найти работу то-
ка в течение одной минуты.

1614. Прямоугольная стенка аквариума, до краев напол-
ненного водой, имеет основание a и высоту b. Выразить силу
P давления воды на всю стенку:
1) приближенно — с помощью суммы;
2) точно — с помощью интеграла.

1615.

1) Вычислить силу P , с которой вода, наполняющая ак-
вариум, давит на одну из его стенок. Стенка имеет
форму прямоугольника. Длина ее a = 60 см, а высота
b = 25 см.

2) Разделить горизонтальной прямой стенку аквариума
так, чтобы силы давления на обе части стенки были
одинаковыми.

5.1.1. Вычисление интегралов суммированием

1616. Непосредственным суммированием и последующим
переходом к пределу вычислить интеграл

∫ 1

0 e
x dx. (Интервал

интегрирования делить на n равных частей.)
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1600.
◦
Вычислить площадь фигуры, ограниченной парабо-

лами y = x2 − 6x+ 10 и y = 6x− x2.
1601. Вычислить площадь, заключенную между парабо-

лой y = x2 − 2x + 2, касательной к ней в точке (3, 5), осью
ординат и осью абсцисс.

1602. Материальная точка движется со скоростью v =
= 2t+4 см/с. Найти путь, пройденный точкой за первые 10 с.

1603. Скорость v при свободном падении равна gt. Найти
путь, пройденный за первые 5 с падения.

1604. Скорость движения, пропорциональная квадрату
времени, в конце 4-й секунды равна 1 см/с. Чему равен путь,
пройденный за первые 10 с?

1605.
◦
Известно, что сила, противодействующая растяже-

нию пружины, пропорциональна удлинению ее (закон Гука).
Растягивая пружину на 4 см, произвели работу 10 Дж. Какая
работа будет произведена при растяжении пружины на 10 см?

1606. Чтобы растянуть пружину на 2 см, нужно произ-
вести работу 20 Дж. Насколько можно растянуть пружину,
затратив работу 80 Дж?

1607. Скорость v радиоактивного распада является задан-
ной функцией времени: v = v(t). Выразить количество m ра-
диоактивного вещества, распавшегося за время от момента T0

до момента T1:
1) приближенно — суммой;
2) точно — интегралом.

1608. Скорость нагревания тела является заданной функ-
цией времени ψ(t). На сколько градусов θ нагреется тело за
время от момента T0 до момента T1? Выразить решение:
1) приближенно — суммой;
2) точно — интегралом.

1609. Переменный ток I является заданной функцией вре-
мени I = I(t). Выразить (приближенно — суммой, точно — ин-
тегралом) количество Q электричества, протекшее через по-
перечное сечение проводника за время T , считая от начала
опыта.

1610. Напряжение E переменного тока является заданной
функцией времени E = ϕ(t); ток I — тоже заданной функцией
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времени I = ψ(t). Выразить работу A тока за время от момен-
та T0 до момента T1:
1) приближенно — суммой;
2) точно — интегралом.

1611. Электрическая цепь питается батареей аккумулято-
ров. В течение 10 мин напряжение на клеммах равномерно
падает от E0 = 60 В до E = 40 В. Сопротивление цепи R =
= 20 Ом. Найти количество электричества, протекшее через
цепь за 10 мин.

1612.
◦
Напряжение электрической цепи равномерно пада-

ет, уменьшаясь на a = 1,5 В в минуту. Первоначальное на-
пряжение цепи E0 = 120 В; сопротивление цепи R = 60 Ом.
Найти работу тока за 5 мин. Индуктивностью и емкостью
пренебрегаем.

1613. В цепь равномерно вводится напряжение. В начале
опыта напряжение равно нулю. По истечении минуты напря-
жение достигает 120 В. Сопротивление цепи равно 100 Ом.
Индуктивностью и емкостью пренебрегаем. Найти работу то-
ка в течение одной минуты.

1614. Прямоугольная стенка аквариума, до краев напол-
ненного водой, имеет основание a и высоту b. Выразить силу
P давления воды на всю стенку:
1) приближенно — с помощью суммы;
2) точно — с помощью интеграла.

1615.

1) Вычислить силу P , с которой вода, наполняющая ак-
вариум, давит на одну из его стенок. Стенка имеет
форму прямоугольника. Длина ее a = 60 см, а высота
b = 25 см.

2) Разделить горизонтальной прямой стенку аквариума
так, чтобы силы давления на обе части стенки были
одинаковыми.

5.1.1. Вычисление интегралов суммированием

1616. Непосредственным суммированием и последующим
переходом к пределу вычислить интеграл

∫ 1

0 e
x dx. (Интервал

интегрирования делить на n равных частей.)



132 Глава 5

1617.
◦
Непосредственным суммированием и последующим

переходом к пределу вычислить
∫ b
a
xk dx, где k — целое поло-

жительное число (интервал интегрирования делить на части
так, чтобы абсциссы точек деления образовывали геометриче-
скую прогрессию).

1618. При помощи формулы, полученной в предыдущей
задаче, вычислить интегралы:
1)
∫ 10

0
xdx;

2)
∫ a+2

a−2 xdx;
3)
∫ a
a/2 x

2 dx;

4)
∫ 2a

a
b2x2

a2 dx;
5)
∫ a
0 (3x2 − x+ 1) dx;

6)
∫m
0

x2+m2

m2 dx;

7)
∫ 2,5

1 (2x+ 1)2 dx;

8)
∫ b
a (x− a)(x − b) dx;

9)
∫ 0

−a
(a+x)2

a dx;

10)
∫ 1

0

(
ax−b
a−b
)2

dx;

11)
∫ 2

0
x3 dx;

12)
∫ 3

1
x4

3 dx;

13)
∫ 1

0

(
x5

7 − x6

6

)
dx.

∗ 1619. Найти lim
n→∞

(
1k+2k+...+nk

nk+1

)
при k > 0. Вычислить

приближенно 15 + 25 + . . .+ 1005.
1620. Непосредственным суммированием и последующим

переходом к пределу вычислить интеграл
∫ 2

1
dx
x . (Интервал

интегрирования делить на части так, чтобы абсциссы точек
деления образовывали геометрическую прогрессию.)

1621.
◦
Для интеграла

∫ 2

1
dx
x составить интегральную сум-

му, разбив интервал интегрирования на n равных частей. Срав-
нив с результатом предыдущей задачи, вычислить

lim
n→∞

(
1
n

+
1

n+ 1
+

1
n+ 2

+ . . .+
1
2n

)
.

∗ 1622. Вычислить limn→∞
(

1
n + 1

n+1 + 1
n+2 + . . .+ 1

an

)
(a —

целое число). Подсчитать приближенно 1
100 + 1

101 + 1
102 + . . .+

+ 1
300 .∗ 1623. Непосредственным суммированием и последующим

переходом к пределу вычислить интегралы:
1)
∫ a
0
xex dx; 2)

∫ a
1

lnxdx; 3)
◦ ∫ b

a
lnx
x
dx;

[В 1) разбивать интервал интегрирования на равные части, в
2) и 3) — как в задаче 1620.]
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§ 5.2. ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА
ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА

5.2.1. Геометрическая интерпретация
определенного интеграла

Если m � f(x) � M на [a, b], то

m(b− a) �
b∫
a

f(x) dx � M(b− a).

Если f1(x) � f2(x) на [a, b],
b∫
a

f1(x) dx �
b∫
a

f2(x) dx.

1624. Выразить при помощи интеграла площадь фигуры,
ограниченной дугой синусоиды, соответствующей интервалу
0 � x � 2π, и осью абсцисс.

1625. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кубиче-
ской параболой y = x3 и прямой y = x.

1626. Вычислить площадь фигуры, ограниченной парабо-
лами y = x2 − 2x− 3 и y = −x2 + 6x− 3.

1627. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кривы-
ми y = x3 − x и y = x4 − 1.

5.2.2. Оценка интеграла

1628. Доказать, что интеграл
∫ 10

0
x dx
x3+16 меньше чем

5
6 .

1629. Доказать, что интеграл
∫ 2

0 e
x2−x dx заключен меж-

ду 2
4√e и 2e2.
В задачах 1630–1635 оценить интегралы.
1630.

∫ 3,5

1,5
x2 dx
x−1 .

1631.
∫ 2

0
x2+5
x2+2 dx.

1632.
∫ 5π/4

π/4 (1 + sin2 x) dx.

1633.
∫ 5/2

1/2
x

1+x2 dx.

1634.
∫ √3√

3/3 x arctg xdx.
1635.

∫ e
1/e x

2e−x
2
dx.

1636. Выяснить (невычисляя), какойизинтеграловбольше:
1)
∫ 1

0
x2 dx или

∫ 1

0
x3 dx; 2)

∫ 2

1
x2 dx или

∫ 2

1
x3 dx?
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1617.
◦
Непосредственным суммированием и последующим

переходом к пределу вычислить
∫ b
a
xk dx, где k — целое поло-

жительное число (интервал интегрирования делить на части
так, чтобы абсциссы точек деления образовывали геометриче-
скую прогрессию).

1618. При помощи формулы, полученной в предыдущей
задаче, вычислить интегралы:
1)
∫ 10

0
xdx;

2)
∫ a+2

a−2 xdx;
3)
∫ a
a/2 x

2 dx;

4)
∫ 2a

a
b2x2

a2 dx;
5)
∫ a
0 (3x2 − x+ 1) dx;

6)
∫m
0

x2+m2

m2 dx;

7)
∫ 2,5

1 (2x+ 1)2 dx;

8)
∫ b
a (x− a)(x − b) dx;

9)
∫ 0

−a
(a+x)2

a dx;

10)
∫ 1

0

(
ax−b
a−b
)2

dx;

11)
∫ 2

0
x3 dx;

12)
∫ 3

1
x4

3 dx;

13)
∫ 1

0

(
x5

7 − x6

6

)
dx.

∗ 1619. Найти lim
n→∞

(
1k+2k+...+nk

nk+1

)
при k > 0. Вычислить

приближенно 15 + 25 + . . .+ 1005.
1620. Непосредственным суммированием и последующим

переходом к пределу вычислить интеграл
∫ 2

1
dx
x . (Интервал

интегрирования делить на части так, чтобы абсциссы точек
деления образовывали геометрическую прогрессию.)

1621.
◦
Для интеграла

∫ 2

1
dx
x составить интегральную сум-

му, разбив интервал интегрирования на n равных частей. Срав-
нив с результатом предыдущей задачи, вычислить

lim
n→∞

(
1
n

+
1

n+ 1
+

1
n+ 2

+ . . .+
1
2n

)
.

∗ 1622. Вычислить limn→∞
(

1
n + 1

n+1 + 1
n+2 + . . .+ 1

an

)
(a —

целое число). Подсчитать приближенно 1
100 + 1

101 + 1
102 + . . .+

+ 1
300 .∗ 1623. Непосредственным суммированием и последующим

переходом к пределу вычислить интегралы:
1)
∫ a
0
xex dx; 2)

∫ a
1

lnxdx; 3)
◦ ∫ b

a
lnx
x
dx;

[В 1) разбивать интервал интегрирования на равные части, в
2) и 3) — как в задаче 1620.]
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§ 5.2. ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА
ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА

5.2.1. Геометрическая интерпретация
определенного интеграла

Если m � f(x) � M на [a, b], то

m(b− a) �
b∫
a

f(x) dx � M(b− a).

Если f1(x) � f2(x) на [a, b],
b∫
a

f1(x) dx �
b∫
a

f2(x) dx.

1624. Выразить при помощи интеграла площадь фигуры,
ограниченной дугой синусоиды, соответствующей интервалу
0 � x � 2π, и осью абсцисс.

1625. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кубиче-
ской параболой y = x3 и прямой y = x.

1626. Вычислить площадь фигуры, ограниченной парабо-
лами y = x2 − 2x− 3 и y = −x2 + 6x− 3.

1627. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кривы-
ми y = x3 − x и y = x4 − 1.

5.2.2. Оценка интеграла

1628. Доказать, что интеграл
∫ 10

0
x dx
x3+16 меньше чем

5
6 .

1629. Доказать, что интеграл
∫ 2

0 e
x2−x dx заключен меж-

ду 2
4√e и 2e2.
В задачах 1630–1635 оценить интегралы.
1630.

∫ 3,5

1,5
x2 dx
x−1 .

1631.
∫ 2

0
x2+5
x2+2 dx.

1632.
∫ 5π/4

π/4 (1 + sin2 x) dx.

1633.
∫ 5/2

1/2
x

1+x2 dx.

1634.
∫ √3√

3/3 x arctg xdx.
1635.

∫ e
1/e x

2e−x
2
dx.

1636. Выяснить (невычисляя), какойизинтеграловбольше:
1)
∫ 1

0
x2 dx или

∫ 1

0
x3 dx; 2)

∫ 2

1
x2 dx или

∫ 2

1
x3 dx?
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1637. Выяснить, какой из интегралов больше:
1)
∫ 1

0
2x

2
dx или

∫ 1

0
2x

3
dx;

2)
∫ 2

1 2x
2
dx или

∫ 2

1 2x
3
dx;

3)
∫ 2

1
lnxdx или

∫ 2

1
(lnx)2 dx;

4)
∫ 4

3
lnxdx или

∫ 4

3
(lnx)2 dx?

1638.
◦
Доказать, что

∫ 1

0

√
1 + x3 dx <

√
5

2 , воспользовав-
шись неравенством Коши–Буняковского∣∣∣∣∣∣

b∫
a

f1(x)f2(x) dx

∣∣∣∣∣∣ �
√√√√√ b∫

a

[f1(x)]2 dx

√√√√√ b∫
a

[f2(x)]2 dx.

Убедиться, что применение общего правила дает менее точную
оценку.

1639. Доказать, исходя из геометрических соображений,
следующие предложения:
1) если функция f(x) на отрезке [a, b] возрастает и имеет

вогнутый график, то

(b− a)f(a) <

b∫
a

f(x) dx < (b− a)
f(a) + f(b)

2
;

2) если функция f(x) на отрезке [a, b] возрастает и имеет
выпуклый график, то

(b− a)
f(a) + f(b)

2
<

b∫
a

f(x) dx < (b− a)f(b).

1640. Оценить интеграл
∫ 3

2
x2 dx
1+x2 , пользуясь результатом

задачи 1639.
1641.

◦
Оценить интеграл

∫ 1

0

√
1 + x4 dx, пользуясь:

1) основной теоремой об оценке интеграла;
2) результатом задачи 1639;
3) неравенством Коши–Буняковского (см. задачу 1638).

5.2.3. Среднее значение функции

Среднее значение функции y = f(x) на отрезке [a, b]

M =
1

b− a

b∫
a

f(x) dx.
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1642. Вычислить среднее значение линейной функции
y = kx+ b на отрезке [x1, x2]. Найти точку, в которой функ-
ция принимает это значение.

1643. Вычислить среднее значение квадратичной функ-
ции 4y = ax2 на отрезке [x1, x2]. В скольких точках интервала
функция принимает это значение?

1644. Вычислить среднее значение функции y = 2x2 +
+ 3x+ 3 на отрезке [1, 4].

1645. Исходя из геометрических соображений, вычислить
среднее значение функции y =

√
a2 − x2 на отрезке [−a, a].

1646. Исходя из геометрических соображений, указать
среднее значение непрерывной нечетной функции на интерва-
ле, симметричном относительно начала координат.

1647. Сечение желоба имеет форму параболического сег-
мента. Основание его a = 1 м, глубина h = 1,5 м (см. рис. 5.1).
Найти среднюю глубину желоба.

1648.
◦
Напряжение электрической цепи в течение минуты

равномерно увеличивается от E0 = 100 В до E1 = 120 В.
Найти среднюю силу тока за это время. Сопротивление цепи
10 Ом.

1649. Напряжение электрической цепи равномерно пада-
ет, убывая на 0,4 В в минуту. Начальное напряжение в цепи
100 В. Сопротивление в цепи 5 Ом. Найти среднюю мощность
в течение первого часа работы.

5.2.4. Интеграл с переменным пределом

Если F (x) =
∫ x
a f(t) dt, то F ′(x) = f(x).

1650. Вычислить интегралы с переменным верхним пре-
делом:
1)
∫ x
0
x2 dx;

2)
∫ x
a x

5 dx;

3)
∫ x
1

(
x3

5 − x4

4

)
dx.

1651. Скорость движения тела пропорциональна квадрату
времени. Найти зависимость между пройденным расстоянием
s и временем t, если известно, что за первые 3 с тело прошло
18 см, а движение началось в момент t = 0.
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1637. Выяснить, какой из интегралов больше:
1)
∫ 1

0
2x

2
dx или

∫ 1

0
2x

3
dx;

2)
∫ 2

1 2x
2
dx или

∫ 2

1 2x
3
dx;

3)
∫ 2

1
lnxdx или

∫ 2

1
(lnx)2 dx;

4)
∫ 4

3
lnxdx или

∫ 4

3
(lnx)2 dx?

1638.
◦
Доказать, что

∫ 1

0

√
1 + x3 dx <

√
5

2 , воспользовав-
шись неравенством Коши–Буняковского∣∣∣∣∣∣

b∫
a

f1(x)f2(x) dx

∣∣∣∣∣∣ �
√√√√√ b∫

a

[f1(x)]2 dx

√√√√√ b∫
a

[f2(x)]2 dx.

Убедиться, что применение общего правила дает менее точную
оценку.

1639. Доказать, исходя из геометрических соображений,
следующие предложения:
1) если функция f(x) на отрезке [a, b] возрастает и имеет

вогнутый график, то

(b− a)f(a) <

b∫
a

f(x) dx < (b− a)
f(a) + f(b)

2
;

2) если функция f(x) на отрезке [a, b] возрастает и имеет
выпуклый график, то

(b− a)
f(a) + f(b)

2
<

b∫
a

f(x) dx < (b− a)f(b).

1640. Оценить интеграл
∫ 3

2
x2 dx
1+x2 , пользуясь результатом

задачи 1639.
1641.

◦
Оценить интеграл

∫ 1

0

√
1 + x4 dx, пользуясь:

1) основной теоремой об оценке интеграла;
2) результатом задачи 1639;
3) неравенством Коши–Буняковского (см. задачу 1638).

5.2.3. Среднее значение функции

Среднее значение функции y = f(x) на отрезке [a, b]

M =
1

b− a

b∫
a

f(x) dx.
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1642. Вычислить среднее значение линейной функции
y = kx+ b на отрезке [x1, x2]. Найти точку, в которой функ-
ция принимает это значение.

1643. Вычислить среднее значение квадратичной функ-
ции 4y = ax2 на отрезке [x1, x2]. В скольких точках интервала
функция принимает это значение?

1644. Вычислить среднее значение функции y = 2x2 +
+ 3x+ 3 на отрезке [1, 4].

1645. Исходя из геометрических соображений, вычислить
среднее значение функции y =

√
a2 − x2 на отрезке [−a, a].

1646. Исходя из геометрических соображений, указать
среднее значение непрерывной нечетной функции на интерва-
ле, симметричном относительно начала координат.

1647. Сечение желоба имеет форму параболического сег-
мента. Основание его a = 1 м, глубина h = 1,5 м (см. рис. 5.1).
Найти среднюю глубину желоба.

1648.
◦
Напряжение электрической цепи в течение минуты

равномерно увеличивается от E0 = 100 В до E1 = 120 В.
Найти среднюю силу тока за это время. Сопротивление цепи
10 Ом.

1649. Напряжение электрической цепи равномерно пада-
ет, убывая на 0,4 В в минуту. Начальное напряжение в цепи
100 В. Сопротивление в цепи 5 Ом. Найти среднюю мощность
в течение первого часа работы.

5.2.4. Интеграл с переменным пределом

Если F (x) =
∫ x
a f(t) dt, то F ′(x) = f(x).

1650. Вычислить интегралы с переменным верхним пре-
делом:
1)
∫ x
0
x2 dx;

2)
∫ x
a x

5 dx;

3)
∫ x
1

(
x3

5 − x4

4

)
dx.

1651. Скорость движения тела пропорциональна квадрату
времени. Найти зависимость между пройденным расстоянием
s и временем t, если известно, что за первые 3 с тело прошло
18 см, а движение началось в момент t = 0.
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1652. Сила, действующая на материальную точку, меняет-
ся равномерно относительно пройденного пути. В начале пути
она равнялась 100 Н, а когда точка переместилась на 10 м,
сила возросла до 600 Н. Найти функцию, определяющую за-
висимость работы от пути.

1653.
◦
Напряжение электрической цепи равномерно меня-

ется. При t = t1 оно равно E1, при t = t2 оно равно E2.
Сопротивление R постоянно, самоиндукцией и емкостью пре-
небрегаем. Выразить работу тока как функцию времени t, про-
шедшего от начала опыта.

1654. Теплоемкость тела зависит от температуры так:
c = c0+αt+βt2. Найти функцию, определяющую зависимость
количества тепла, полученного телом при нагревании от нуля
до t, от температуры t.

1655. Криволинейная трапеция ограничена параболой
y = x2, осью абсцисс и подвижной ординатой. Найти значение
приращения ΔS и дифференциала dS площади трапеции при
x = 10 и Δx = 0,1.

1656. Криволинейная трапеция ограничена линией y =
=

√
x2 + 16, осями координат и подвижной ординатой. Найти

значение дифференциала dS площади трапеции при x = 3 и
Δx = 0,2.

1657. Криволинейная трапеция ограничена линией y = x3,
осью абсцисс и подвижной ординатой. Найти значение прира-
щения ΔS площади, ее дифференциала dS, абсолютную (α) и
относительную

(
δ = α

ΔS

)
погрешности, возникающие при за-

мене приращения дифференциалом, если x = 4, а Δx прини-
мает значения 1; 0, 1 и 0, 01.

1658. Найти производную от функции y =
∫ x
0

1−t+t2
1+t+t2 dt

при x = 1.
1659. Найти производную от функции y =

∫ x
0 sinxdx при

x = 0, x = π
4 и x = π

2 .
1660. Чему равна производная от интеграла с перемен-

ным нижним и постоянным верхним пределом по нижнему
пределу?

1661. Найти производную от функции y =
∫ 5

x

√
1 + x2 dx

при x = 0 и x = 3
4 .

1662.
◦
Найти производную по x от функции y =

∫ 2x

0
sinx
x dx.
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1663. Найти производную по x от функции:
1)
∫ ex

2
ln z
z dz;

2)
∫ 1

x2 lnxdx.
∗ 1664. Найти производную по x от функции

∫ 2x

x
ln2 xdx.

1665. Найти производную по x от функции y, заданной
неявно:

∫ y
0 e

t dt+
∫ x
0 cos t dt = 0.

1666. Найти производную по x от функции y, заданной
параметрически:
1) x =

∫ t
0

sin t dt, y =
∫ t
0

cos t dt;

2) x =
∫ t2
1 t ln t dt, y =

∫ 1

t2 t
2 ln t dt.

1667. Найти значение второй производной по z от функ-
ции y =

∫ z3
0

dx
1+x3 при z = 1.

1668. При каком значении x функция I(x) =
∫ x
0
xe−x

2
dx

имеет экстремум? Чему он равен?
1669. Найти кривизну в точке (0, 0) линии, заданной урав-

нением: y =
∫ x
0

(1 + t) ln(1 + t) dt.
1670. Найти точки экстремумов и точки перегиба графи-

ка функции y =
∫ x
0

(x2 − 3x + 2) dx. Построить график этой
функции.

1671. По графикам функций, данным на рис. 5.2 и 5.3,
выяснить вид графиков их первообразных.

y

x0

Рис. 5.2

y

x0

Рис. 5.3

5.2.5. Формула Ньютона–Лейбница

Если F (x) – какая-нибудь первообразная функции f(x)
на [a, b], то

b∫
a

f(x) dx = F (b) − F (a).
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1652. Сила, действующая на материальную точку, меняет-
ся равномерно относительно пройденного пути. В начале пути
она равнялась 100 Н, а когда точка переместилась на 10 м,
сила возросла до 600 Н. Найти функцию, определяющую за-
висимость работы от пути.

1653.
◦
Напряжение электрической цепи равномерно меня-

ется. При t = t1 оно равно E1, при t = t2 оно равно E2.
Сопротивление R постоянно, самоиндукцией и емкостью пре-
небрегаем. Выразить работу тока как функцию времени t, про-
шедшего от начала опыта.

1654. Теплоемкость тела зависит от температуры так:
c = c0+αt+βt2. Найти функцию, определяющую зависимость
количества тепла, полученного телом при нагревании от нуля
до t, от температуры t.

1655. Криволинейная трапеция ограничена параболой
y = x2, осью абсцисс и подвижной ординатой. Найти значение
приращения ΔS и дифференциала dS площади трапеции при
x = 10 и Δx = 0,1.

1656. Криволинейная трапеция ограничена линией y =
=

√
x2 + 16, осями координат и подвижной ординатой. Найти

значение дифференциала dS площади трапеции при x = 3 и
Δx = 0,2.

1657. Криволинейная трапеция ограничена линией y = x3,
осью абсцисс и подвижной ординатой. Найти значение прира-
щения ΔS площади, ее дифференциала dS, абсолютную (α) и
относительную

(
δ = α

ΔS

)
погрешности, возникающие при за-

мене приращения дифференциалом, если x = 4, а Δx прини-
мает значения 1; 0, 1 и 0, 01.

1658. Найти производную от функции y =
∫ x
0

1−t+t2
1+t+t2 dt

при x = 1.
1659. Найти производную от функции y =

∫ x
0 sinxdx при

x = 0, x = π
4 и x = π

2 .
1660. Чему равна производная от интеграла с перемен-

ным нижним и постоянным верхним пределом по нижнему
пределу?

1661. Найти производную от функции y =
∫ 5

x

√
1 + x2 dx

при x = 0 и x = 3
4 .

1662.
◦
Найти производную по x от функции y =

∫ 2x

0
sinx
x dx.

Определенный интеграл 137

1663. Найти производную по x от функции:
1)
∫ ex

2
ln z
z dz;

2)
∫ 1

x2 lnxdx.
∗ 1664. Найти производную по x от функции

∫ 2x

x
ln2 xdx.

1665. Найти производную по x от функции y, заданной
неявно:

∫ y
0 e

t dt+
∫ x
0 cos t dt = 0.

1666. Найти производную по x от функции y, заданной
параметрически:
1) x =

∫ t
0

sin t dt, y =
∫ t
0

cos t dt;

2) x =
∫ t2
1 t ln t dt, y =

∫ 1

t2 t
2 ln t dt.

1667. Найти значение второй производной по z от функ-
ции y =

∫ z3
0

dx
1+x3 при z = 1.

1668. При каком значении x функция I(x) =
∫ x
0
xe−x

2
dx

имеет экстремум? Чему он равен?
1669. Найти кривизну в точке (0, 0) линии, заданной урав-

нением: y =
∫ x
0

(1 + t) ln(1 + t) dt.
1670. Найти точки экстремумов и точки перегиба графи-

ка функции y =
∫ x
0

(x2 − 3x + 2) dx. Построить график этой
функции.

1671. По графикам функций, данным на рис. 5.2 и 5.3,
выяснить вид графиков их первообразных.

y

x0

Рис. 5.2

y

x0
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на [a, b], то
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a

f(x) dx = F (b) − F (a).
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1672. Вычислить интегралы:
1)
∫ 4

1
dx
x2 ;

2)
∫ 1

4
dx
x3 ;

3)
∫ 9

1
3
√
xdx;

4)
∫ 2

1

(
x+ 1

x

)2
dx;

5)
∫ 9

4

√
x(1 +

√
x) dx;

6)
∫ 2

1 (
√
x− 3

√
x) dx;

7)
∫ 2a

a
dx√
ax
;

8)
∫ 4

1
1+t√
t
dt;

9)
∫ b
a

dx
3√
x4
(a > 0, b > 0);

10)
∫ z1
z0

(
√
z − 1)2 dz.

1673. Вычислить интегралы:
1)
∫ π
0

sinxdx;
2)
∫ π
0 cosxdx (объяснить геометрический смысл получен-
ного результата);

3)
∫ 3

0 e
x dx;

4)
∫ π/4
0 sec2 xdx;

5)
∫ 1

0
dx

1+x2 ;

6)
∫√3/2

1/2
dx√
1−x2 .

1674. Функция f(x) имеет равные значения в точках x=a
и x=b и непрерывную производную. Чему равен

∫ b
a
f ′(x)dx?

1675.
◦
Касательная к графику функции y = f(x) в точке с

абсциссой x = a составляет с осью абсцисс угол π
3 и в точке

с абсциссой x = b — угол π
4 .

Вычислить
∫ b
a
f ′′(x) dx и

∫ b
a
f ′(x)f ′′(x) dx; f ′′(x) предпола-

гается непрерывной.

Глава 6

НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ.
ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ

§ 6.1. ПРОСТЕЙШИЕ ПРИЕМЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ

Таблица основных интегралов

1.
∫
xn dx = xn+1

n+1
+C, n �= −1 9.

∫
cos xdx = sin x+C

2.
∫
dx
x

= ln |x| + C 10.
∫

dx
cos2 x

= tg x+ C

3.
∫

dx
x2+a2

= 1
a

arctg x
a

11.
∫

dx
sin2 x

= − ctg x+ C

4.
∫

dx
x2−a2 = 1

2a
ln
∣∣∣x−ax+a

∣∣∣+ C 12.
∫

dx
sin x

= ln
∣∣tg x

2

∣∣ +C

5.
∫

dx√
x2+a

= ln |x+
√
x2 + a| + C 13.

∫
dx

cosx
= ln
∣∣tg( x

2
+ π

4

)∣∣+C

6.
∫

dx√
a2−x2

= arcsin x
a

+C 14.
∫

sh x dx = ch x+ C

7.
∫
ax dx = ax ln a+ C, 15.

∫
ch xdx = sh x+ C∫

ex dx = ex + C 16.
∫

dx
ch2 x

= thx+ C

8.
∫

sin xdx = − cos x+C 17.
∫

dx
sh2 x

= − cth x+ C

Примечание: Во всех формулах a > 0.

Основные правила интегрирования

1)
∫
Af(x) dx = A

∫
f(x) dx, A – постоянная.

2)
∫

(f1(x) ± f2(x)) dx =
∫
f1(x) dx± ∫ f2(x) dx.

3) Если
∫
f(x) dx = F (x) + C, и u = ϕ(x), то

∫
f(u)du=F (u)+C.

В частности,
∫
f(ax+ b) dx = 1

a
F (ax+ b) + C.

В задачах 1676–1702, воспользовавшись основной табли-
цей интегралов и простейшими правилами интегрирования,
найти интегралы.

1676.
∫ √

xdx.
1677. m

√
xn dx.

1678.
∫
dx
x2 .

1679.
∫

10x dx.
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1
3
√
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x

)2
dx;
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∫ 9

4

√
x(1 +

√
x) dx;

6)
∫ 2

1 (
√
x− 3

√
x) dx;

7)
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dx√
ax
;

8)
∫ 4

1
1+t√
t
dt;

9)
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dx
3√
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√
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1674. Функция f(x) имеет равные значения в точках x=a
и x=b и непрерывную производную. Чему равен

∫ b
a
f ′(x)dx?

1675.
◦
Касательная к графику функции y = f(x) в точке с

абсциссой x = a составляет с осью абсцисс угол π
3 и в точке

с абсциссой x = b — угол π
4 .

Вычислить
∫ b
a
f ′′(x) dx и

∫ b
a
f ′(x)f ′′(x) dx; f ′′(x) предпола-

гается непрерывной.

Глава 6

НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ.
ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ

§ 6.1. ПРОСТЕЙШИЕ ПРИЕМЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ

Таблица основных интегралов

1.
∫
xn dx = xn+1

n+1
+C, n �= −1 9.

∫
cos xdx = sin x+C

2.
∫
dx
x

= ln |x| + C 10.
∫

dx
cos2 x

= tg x+ C

3.
∫

dx
x2+a2

= 1
a

arctg x
a

11.
∫

dx
sin2 x

= − ctg x+ C

4.
∫

dx
x2−a2 = 1

2a
ln
∣∣∣x−ax+a

∣∣∣+ C 12.
∫

dx
sin x

= ln
∣∣tg x

2

∣∣ +C

5.
∫

dx√
x2+a

= ln |x+
√
x2 + a| + C 13.

∫
dx

cosx
= ln
∣∣tg( x

2
+ π

4

)∣∣+C

6.
∫

dx√
a2−x2

= arcsin x
a

+C 14.
∫

sh x dx = ch x+ C

7.
∫
ax dx = ax ln a+ C, 15.

∫
ch xdx = sh x+ C∫

ex dx = ex + C 16.
∫

dx
ch2 x

= thx+ C

8.
∫

sin xdx = − cos x+C 17.
∫

dx
sh2 x

= − cth x+ C

Примечание: Во всех формулах a > 0.

Основные правила интегрирования

1)
∫
Af(x) dx = A

∫
f(x) dx, A – постоянная.

2)
∫

(f1(x) ± f2(x)) dx =
∫
f1(x) dx± ∫ f2(x) dx.

3) Если
∫
f(x) dx = F (x) + C, и u = ϕ(x), то

∫
f(u)du=F (u)+C.

В частности,
∫
f(ax+ b) dx = 1

a
F (ax+ b) + C.

В задачах 1676–1702, воспользовавшись основной табли-
цей интегралов и простейшими правилами интегрирования,
найти интегралы.

1676.
∫ √

xdx.
1677. m

√
xn dx.

1678.
∫
dx
x2 .

1679.
∫

10x dx.
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1680.
◦ ∫

axex dx.
1681.

∫
dx

2
√
x
.

1682.
∫

dh√
2gh
.

1683.
∫

3,4x−0,17 dx.
1684.

∫
(1 − 2u) du.

1685.
∫

(
√
x+ 1)(x−√

x+ 1) dx.
1686.

◦ ∫ √
x−x3ex+x2

x3 dx.
1687.

∫ (
2x−1,2 + 3x−0,8 − 5x0,38

)
dx.

1688.
∫ (

1−z
z

)2
dz.

1689.
∫ (1−x)2

x
√
x
dx.

1690.
∫ (1+

√
x)3

3√x dx.

1691.
∫ 3√

x2− 4√x√
x

dx.
1692.

∫
dx√

3−3x2 .

1693.
∫

3·2x−2·3x

2x dx.
1694.

∫
1+cos2 x
1+cos 2x dx.

1695.
∫

cos 2x
cos2 x sin2 x dx.

1696.
◦ ∫

tg2 xdx.
1697.

∫
ctg2 xdx.

1698.
∫

2 sin2 x
2 dx.

1699.
∫ (1+2x2) dx

x2(1+x2) .

1700.
◦ ∫ (1+x)2 dx

x(1+x2) .
1701.

∫
dx

cos 2x+sin2 x
.

1702.
∫

(arcsinx+ arccosx) dx.

В задачах 1703–1780 найти интегралы, воспользовавшись
теоремой об инвариантности формул интегрирования.

1703.
∫

sinxd(sinx).
1704.

∫
tg3 xd(tg x).

1705.
∫ d(1+x2)√

1+x2 .
1706.

∫
(x+ 1)15 dx.

1707.
∫

dx
(2x−3)5 .

1708.
◦ ∫ dx

(a+bx)c (c �= 1).
1709.

∫
5
√

(8 − 3x)6 dx.
1710.

∫ √
8 − 2xdx.

1711.
∫

m
3
√

(a+bx)2
dx.
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1712.
∫

2x
√
x2 + 1 dx.

1713.
∫
x
√

1 − x2 dx.
1714.

∫
x2 5

√
x3 + 2 dx.

1715.
◦ ∫ x dx√

x2+1
.

1716.
∫

x4 dx√
4+x5 .

1717.
∫

x3 dx
3√x4+1

.

1718.
∫ (6x−5) dx

2
√

3x2−5x+6
.

1719.
∫

sin3 x cosxdx.
1720.

∫
sin xdx
cos2 x .

1721.
∫

cos x dx
3√

sin2 x
.

1722.
◦ ∫

cos3 x sin 2xdx.
1723.

∫ √
ln x
x dx.

1724.
∫ (arctg x)2 dx

1+x2 .
1725.

∫
dx

(arcsin x)3
√

1−x2 .

1726.
∫

dx
cos2 x

√
1+tg x

.
1727.

∫
cos 3xd(3x).

1728.
∫ d(1+ln x)

cos2(1+ln x) .
1729.

∫
cos 3xdx.

1730.
∫
(cosα− cos 2x) dx.

1731.
∫

sin(2x− 3) dx.
1732.

∫
cos(1 − 2x) dx.

1733.
∫ [

cos
(
2x− π

4

)]−2
dx.

1734.
◦ ∫

ex sin(ex) dx.
1735.

∫ d(1+x2)
1+x2 .

1736.
∫ d(arcsinx)

arcsinx .
1737.

∫ (2x−3) dx
x2−3x+8 .

1738.
∫

dx
2x−1 .

1739.
∫

dx
cx+m .

1740.
∫

x dx
x2+1 .

1741.
◦ ∫ x2 dx

x3+1 .
1742.

∫
ex dx
ex+1 .

1743.
∫

e2x dx
e2x+a2 .

1744.
∫

tg xdx.
1745.

∫
ctg xdx.

1746.
◦ ∫

tg 3xdx.
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1680.
◦ ∫

axex dx.
1681.

∫
dx

2
√
x
.

1682.
∫

dh√
2gh
.

1683.
∫

3,4x−0,17 dx.
1684.

∫
(1 − 2u) du.

1685.
∫

(
√
x+ 1)(x−√

x+ 1) dx.
1686.

◦ ∫ √
x−x3ex+x2

x3 dx.
1687.

∫ (
2x−1,2 + 3x−0,8 − 5x0,38

)
dx.

1688.
∫ (

1−z
z

)2
dz.

1689.
∫ (1−x)2

x
√
x
dx.

1690.
∫ (1+

√
x)3

3√x dx.

1691.
∫ 3√

x2− 4√x√
x

dx.
1692.

∫
dx√

3−3x2 .

1693.
∫

3·2x−2·3x

2x dx.
1694.

∫
1+cos2 x
1+cos 2x dx.

1695.
∫

cos 2x
cos2 x sin2 x dx.

1696.
◦ ∫

tg2 xdx.
1697.

∫
ctg2 xdx.

1698.
∫

2 sin2 x
2 dx.

1699.
∫ (1+2x2) dx

x2(1+x2) .

1700.
◦ ∫ (1+x)2 dx

x(1+x2) .
1701.

∫
dx

cos 2x+sin2 x
.

1702.
∫

(arcsinx+ arccosx) dx.

В задачах 1703–1780 найти интегралы, воспользовавшись
теоремой об инвариантности формул интегрирования.

1703.
∫

sinxd(sinx).
1704.

∫
tg3 xd(tg x).

1705.
∫ d(1+x2)√

1+x2 .
1706.

∫
(x+ 1)15 dx.

1707.
∫

dx
(2x−3)5 .

1708.
◦ ∫ dx

(a+bx)c (c �= 1).
1709.

∫
5
√

(8 − 3x)6 dx.
1710.

∫ √
8 − 2xdx.

1711.
∫

m
3
√

(a+bx)2
dx.
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1712.
∫

2x
√
x2 + 1 dx.

1713.
∫
x
√

1 − x2 dx.
1714.

∫
x2 5

√
x3 + 2 dx.

1715.
◦ ∫ x dx√

x2+1
.

1716.
∫

x4 dx√
4+x5 .

1717.
∫

x3 dx
3√x4+1

.

1718.
∫ (6x−5) dx

2
√

3x2−5x+6
.

1719.
∫

sin3 x cosxdx.
1720.

∫
sin xdx
cos2 x .

1721.
∫

cos x dx
3√

sin2 x
.

1722.
◦ ∫

cos3 x sin 2xdx.
1723.

∫ √
ln x
x dx.

1724.
∫ (arctg x)2 dx

1+x2 .
1725.

∫
dx

(arcsin x)3
√

1−x2 .

1726.
∫

dx
cos2 x

√
1+tg x

.
1727.

∫
cos 3xd(3x).

1728.
∫ d(1+ln x)

cos2(1+ln x) .
1729.

∫
cos 3xdx.

1730.
∫
(cosα− cos 2x) dx.

1731.
∫

sin(2x− 3) dx.
1732.

∫
cos(1 − 2x) dx.

1733.
∫ [

cos
(
2x− π

4

)]−2
dx.

1734.
◦ ∫

ex sin(ex) dx.
1735.

∫ d(1+x2)
1+x2 .

1736.
∫ d(arcsinx)

arcsinx .
1737.

∫ (2x−3) dx
x2−3x+8 .

1738.
∫

dx
2x−1 .

1739.
∫

dx
cx+m .

1740.
∫

x dx
x2+1 .

1741.
◦ ∫ x2 dx

x3+1 .
1742.

∫
ex dx
ex+1 .

1743.
∫

e2x dx
e2x+a2 .

1744.
∫

tg xdx.
1745.

∫
ctg xdx.

1746.
◦ ∫

tg 3xdx.
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1747.
∫

ctg(2x+ 1) dx.
1748.

∫
sin 2x

1+cos2 x dx.
1749.

∫
dx
x ln x .

1750.
∫ (ln x)m

x dx.
1751.

∫
esin x d(sinx).

1752.
∫
esin x cosxdx.

1753.
∫
a3x dx.

1754.
∫
a−x dx.

1755.
∫
e−3x+1 dx.

1756.
∫
ex

2
xdx.

1757.
◦ ∫

e−x
3
x2 dx.

1758.
∫ d(x

3 )√
1−(x

3 )2 .

1759.
∫

dx√
1−25x2 .

1760.
∫

dx
1+9x2 .

1761.
∫

dx√
4−x2 .

1762.
◦ ∫ dx

2x2+9 .
1763.

∫
dx√

4−9x2 .
1764.

∫
x dx
x4+1 .

1765.
∫

x dx√
a2−x4 .

1766.
∫
x2 dx
x6+4 .

1767.
∫

x3 dx√
1−x8 .

1768.
∫

ex dx
e2x+4 .

1769.
◦ ∫ 2x dx√

1−4x .
1770.

∫
cosα dα
a2+sin2 α .

1771.
∫
e2x−1
ex dx.

1772.
∫
(ex + 1)3 dx.

1773.
∫

1+x√
1−x2 dx.

1774.
∫

3x−1
x2+9 dx.

1775.
◦ ∫ √ 1−x

1+x dx.

1776.
∫ x(1−x2)

1+x4 dx.

1777.
∫

1+x−x2√
(1−x2)3

dx.

1778.
∫

dx
(x+

√
x2−1)2

.

1779.
∫

2x−√
arcsinx√

1−x2 dx.
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1780.
∫ x+(arccos 3x)2√

1−9x2 dx.

В задачах 1781–1790 найти интегралы, выделив целую
часть подынтегральной дроби.

1781.
∫

x
x+4 dx.

1782.
◦ ∫ x

2x+1 dx.
1783.

∫
Ax
a+bx dx.

1784.
∫

3+x
3−x dx.

1785.
∫ (2x−1) dx

x−2 .
1786.

∫
x+2
2x−1 dx.

1787.
∫ (1+x)2

x2+1 dx.

1788.
∫
x2−1
x2+1 dx.

1789.
◦ ∫ x4

1−x dx.
1790.

∫
x4 dx
x2+1 .

В задачах 1791–1807 найти интегралы, использовав прием
разложения подынтегрального выражения и прием выделения
полного квадрата.

1791.
∫

dx
x(x−1) .

1792.
∫

dx
x(x+1) .

1793.
∫

dx
(x+1)(2x−3) .

1794.
◦ ∫ dx

(a−x)(b−x) .

1795.
∫
x2+1
x2−1 dx.

1796.
∫

dx
x2−7x+10 .

1797.
∫

dx
x2+3x−10 .

1798.
∫

dx
4x2−9 .

1799.
∫

dx
2−3x2 .

1800.
∫

dx
(x−1)2+4 .

1801.
∫

dx
x2+2x+3 .

1802.
◦ ∫ dx

x−x2−2,5 .
1803.

∫
dx

4x2+4x+5 .
1804.

∫
dx√

1−(2x+3)2
.

1805.
∫

dx√
4x−3−x2 .

1806.
∫

dx√
8+6x−9x2 .

1807.
◦ ∫ dx√

2−6x−9x2 .
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1747.
∫

ctg(2x+ 1) dx.
1748.

∫
sin 2x

1+cos2 x dx.
1749.

∫
dx
x ln x .

1750.
∫ (ln x)m

x dx.
1751.

∫
esinx d(sinx).

1752.
∫
esinx cosxdx.

1753.
∫
a3x dx.

1754.
∫
a−x dx.

1755.
∫
e−3x+1 dx.

1756.
∫
ex

2
xdx.

1757.
◦ ∫

e−x
3
x2 dx.

1758.
∫ d(x

3 )√
1−(x

3 )2 .

1759.
∫

dx√
1−25x2 .

1760.
∫

dx
1+9x2 .

1761.
∫

dx√
4−x2 .

1762.
◦ ∫ dx

2x2+9 .
1763.

∫
dx√

4−9x2 .
1764.

∫
x dx
x4+1 .

1765.
∫

x dx√
a2−x4 .

1766.
∫
x2 dx
x6+4 .

1767.
∫

x3 dx√
1−x8 .

1768.
∫

ex dx
e2x+4 .

1769.
◦ ∫ 2x dx√

1−4x .
1770.

∫
cosα dα
a2+sin2 α .

1771.
∫
e2x−1
ex dx.

1772.
∫
(ex + 1)3 dx.

1773.
∫

1+x√
1−x2 dx.

1774.
∫

3x−1
x2+9 dx.

1775.
◦ ∫ √ 1−x

1+x dx.

1776.
∫ x(1−x2)

1+x4 dx.

1777.
∫

1+x−x2√
(1−x2)3

dx.

1778.
∫

dx
(x+

√
x2−1)2

.

1779.
∫

2x−√
arcsinx√

1−x2 dx.
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1780.
∫ x+(arccos 3x)2√

1−9x2 dx.

В задачах 1781–1790 найти интегралы, выделив целую
часть подынтегральной дроби.

1781.
∫

x
x+4 dx.

1782.
◦ ∫ x

2x+1 dx.
1783.

∫
Ax
a+bx dx.

1784.
∫

3+x
3−x dx.

1785.
∫ (2x−1) dx

x−2 .
1786.

∫
x+2
2x−1 dx.

1787.
∫ (1+x)2

x2+1 dx.

1788.
∫
x2−1
x2+1 dx.

1789.
◦ ∫ x4

1−x dx.
1790.

∫
x4 dx
x2+1 .

В задачах 1791–1807 найти интегралы, использовав прием
разложения подынтегрального выражения и прием выделения
полного квадрата.

1791.
∫

dx
x(x−1) .

1792.
∫

dx
x(x+1) .

1793.
∫

dx
(x+1)(2x−3) .

1794.
◦ ∫ dx

(a−x)(b−x) .

1795.
∫
x2+1
x2−1 dx.

1796.
∫

dx
x2−7x+10 .

1797.
∫

dx
x2+3x−10 .

1798.
∫

dx
4x2−9 .

1799.
∫

dx
2−3x2 .

1800.
∫

dx
(x−1)2+4 .

1801.
∫

dx
x2+2x+3 .

1802.
◦ ∫ dx

x−x2−2,5 .
1803.

∫
dx

4x2+4x+5 .
1804.

∫
dx√

1−(2x+3)2
.

1805.
∫

dx√
4x−3−x2 .

1806.
∫

dx√
8+6x−9x2 .

1807.
◦ ∫ dx√

2−6x−9x2 .
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В задачах 1808–1831 найти интегралы, использовав форму-
лы тригонометрии для преобразования подынтегрального вы-
ражения.

1808.
∫

cos2 xdx.
1809.

∫
sin2 xdx.

1810.
∫

dx
1−cos x .

1811.
∫

dx
1−sin x .

1812.
◦ ∫ 1−cosx

1+cos x dx.

1813.
∫

1+sin x
1−sin x dx.

1814.
∫
(tg2 x+ tg4 x) dx.

1815.
∫

cos 2x dx
1+sin x cos x .

1816.
∫

cosx sin 3xdx.
1817.

∫
cos 2x cos 3xdx.

1818.
∫

sin 2x sin 5xdx.
1819.

◦ ∫
cosx cos 2x cos 3xdx.

1820.
∫

dx
cosx .

1821.
∫

1−sin x
cosx dx.

1822.
∫

sin2 x
cosx dx.

1823.
∫

cos3 x dx
sin4 x

.
1824.

◦ ∫ sin3 α√
cosα

dα.
1825.

∫
dx

cos4 x .
1826.

∫
cos3 xdx.

1827.
∫

tg4 xdx.
1828.

∫
sin5 xdx.

1829.
◦ ∫

sin4 xdx.
1830.

∫
tg3 xdx.

1831.
∫

dx
sin6 x

.

§ 6.2. ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ

6.2.1. Интегрирование по частям

Если u(x) и v(x) — дифференцируемые функции, то∫
u dv = uv −

∫
v du.

В задачах 1832–1868 найти интегралы.
1832.

∫
x sin 2xdx.
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1833.
∫
x cos xdx.

1834.
∫
xe−x dx.

1835.
◦ ∫

x · 3x dx.
1836.

∫
xn lnxdx (n �= −1).

1837.
∫
x arctg xdx.

1838.
∫

arccosxdx.
1839.

∫
arctg

√
xdx.

1840.
◦ ∫ arcsin x√

x+1
dx.

1841.
∫
x tg2 xdx.

1842.
∫
x cos2 xdx.

1843.
∫

lg x
x3 dx.

1844.
∫
x arctg x√

1+x2 dx.

1845.
∫ arcsin

√
x√

1−x dx.

1846.
◦ ∫

ln(x2 + 1) dx.
1847.

∫
x2 dx

(1+x2)2 .

1848.
∫

x3 dx√
1+x2 .

1849.
∫
x2 ln(1 + x) dx.

1850.
∫
x2e−x dx.

1851.
∫
x3ex dx.

1852.
◦ ∫

x2ax dx.
1853.

∫
x3 sinxdx.

1854.
∫
x2 cos2 xdx.

1855.
∫

ln2 xdx.
1856.

∫
ln3 x
x2 dx.

1857.
◦ ∫ ln3 x√

x5 dx.
1858.

∫
(arcsinx)2 dx.

1859.
∫
(arctg x)2xdx.

1860.
∫
ex sinxdx.

1861.
∫
e3x(sin 2x− cos 2x) dx.

1862.
∫
eax cosnxdx.

1863.
◦ ∫

sin lnxdx.
1864.

∫
cos lnxdx.

∗ 1865.
∫

x2 dx√
1−x2 .

∗ 1866.
∫ √

a2 + x2 dx.
1867.

∫
x2ex dx
(x+2)2 .

1868.
∫
x2ex sinxdx.
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В задачах 1808–1831 найти интегралы, использовав форму-
лы тригонометрии для преобразования подынтегрального вы-
ражения.

1808.
∫

cos2 xdx.
1809.

∫
sin2 xdx.

1810.
∫

dx
1−cos x .

1811.
∫

dx
1−sinx .

1812.
◦ ∫ 1−cosx

1+cos x dx.

1813.
∫

1+sin x
1−sinx dx.

1814.
∫
(tg2 x+ tg4 x) dx.

1815.
∫

cos 2x dx
1+sin x cos x .

1816.
∫

cosx sin 3xdx.
1817.

∫
cos 2x cos 3xdx.

1818.
∫

sin 2x sin 5xdx.
1819.

◦ ∫
cosx cos 2x cos 3xdx.

1820.
∫

dx
cosx .

1821.
∫

1−sinx
cosx dx.

1822.
∫

sin2 x
cosx dx.

1823.
∫

cos3 x dx
sin4 x

.
1824.

◦ ∫ sin3 α√
cosα

dα.
1825.

∫
dx

cos4 x .
1826.

∫
cos3 xdx.

1827.
∫

tg4 xdx.
1828.

∫
sin5 xdx.

1829.
◦ ∫

sin4 xdx.
1830.

∫
tg3 xdx.

1831.
∫

dx
sin6 x

.

§ 6.2. ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ

6.2.1. Интегрирование по частям

Если u(x) и v(x) — дифференцируемые функции, то∫
u dv = uv −

∫
v du.

В задачах 1832–1868 найти интегралы.
1832.

∫
x sin 2xdx.
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1833.
∫
x cos xdx.

1834.
∫
xe−x dx.

1835.
◦ ∫

x · 3x dx.
1836.

∫
xn lnxdx (n �= −1).

1837.
∫
x arctg xdx.

1838.
∫

arccosxdx.
1839.

∫
arctg

√
xdx.

1840.
◦ ∫ arcsin x√

x+1
dx.

1841.
∫
x tg2 xdx.

1842.
∫
x cos2 xdx.

1843.
∫

lg x
x3 dx.

1844.
∫
x arctg x√

1+x2 dx.

1845.
∫ arcsin

√
x√

1−x dx.

1846.
◦ ∫

ln(x2 + 1) dx.
1847.

∫
x2 dx

(1+x2)2 .

1848.
∫

x3 dx√
1+x2 .

1849.
∫
x2 ln(1 + x) dx.

1850.
∫
x2e−x dx.

1851.
∫
x3ex dx.

1852.
◦ ∫

x2ax dx.
1853.

∫
x3 sinxdx.

1854.
∫
x2 cos2 xdx.

1855.
∫

ln2 xdx.
1856.

∫
ln3 x
x2 dx.

1857.
◦ ∫ ln3 x√

x5 dx.
1858.

∫
(arcsinx)2 dx.

1859.
∫
(arctg x)2xdx.

1860.
∫
ex sinxdx.

1861.
∫
e3x(sin 2x− cos 2x) dx.

1862.
∫
eax cosnxdx.

1863.
◦ ∫

sin lnxdx.
1864.

∫
cos lnxdx.

∗ 1865.
∫

x2 dx√
1−x2 .

∗ 1866.
∫ √

a2 + x2 dx.
1867.

∫
x2ex dx
(x+2)2 .

1868.
∫
x2ex sinxdx.
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6.2.2. Замена переменной

Если x = ϕ(t), где ϕ(t) — непрерывно дифференцируемая
функция, то ∫

f(x) dx =
∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt.

В задачах 1869–1904 найти интеграл.
1869.

◦ ∫ dx
1+

√
x+1

(подстановка x+ 1 = z2)

1870.
∫

x3 dx√
x−1

.
1871.

∫
4x+3

(x−2)3 dx.
1872.

∫
dx

x
√
x+1

.
1873.

∫
x+1

x
√
x−2

dx.
1874.

∫
dx

1+
√
x
.

1875.
∫ √

x
x(x+1) dx.

1876.
∫ √

x
x+1 dx.

1877.
∫

dx
1+ 3√x+1

.
1878.

∫
dx√

ax+b+m
.

1879.
◦ ∫ √

x dx√
x− 3√x (подстановка x = z6).

1880.
∫

dx
3√x( 3√x−1)

.

1881.
∫

dx√
x+ 4√x .

1882.
∫ √

x
3√
x2− 4√x dx.

1883.
∫

e2x dx
4√ex+1

(подстановка ex + 1 = z4).

1884.
◦ ∫ dx√

1+ex .

1885.
∫ √

1+ln x
x ln x dx.

1886.
∫ √

1 + cos2 x sin 2x cos 2xdx.
1887.

∫
ln tg x

sin x cos x dx.
1888.

∫
x5 dx√
a3−x3 .

1889.
∫

x5 dx
(x2−4)2 .

1890.
◦ ∫ dx

x2
√
x2+a2 (подстановка x = 1

z , или x = a tg z, или
x = a sh z).

1891.
∫

x2 dx√
a2−x2 (подстановка x = a sin z).

1892.
∫

dx
x
√
x2−a2 (подстановка x = 1

z , или x = a
cos z , или

x = a ch z).
1893.

∫ √
1+x2

x4 dx.
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1894.
∫ √

1−x2

x2 dx.
1895.

∫
dx√

(a2+x2)3
.

1896.
◦ ∫ √

(9−x2)3

x6 dx.
1897.

∫
dx

x2
√
x2−9

.
1898.

∫
dx

x
√

1+x2 .
1899.

∫
dx√

(x2−a2)3
.

1900.
∫
x2

√
4 − x2 dx.

1901.
◦ ∫ dx

(x2+4)
√

4x2+1
.

∗ 1902.
∫ √

x−1
x+1

dx
x2 .

∗ 1903.
∫

dx√
x−x2 .

∗ 1904.
∫ (x+1) dx
x(1+xex) .

В задачах 1905–1909 найти интегралы, применив сначала
замену переменной, а потом интегрирование по частям.

1905.
∫
e
√
x dx.

1906.
◦ ∫

sin 3
√
xdx.

1907.
∫

arcsin x√
(1−x2)3

dx.

1908.
∫
x2 arctg x

1+x2 dx.
1909.

∫ arctg x
x2(1+x2) dx.

6.2.3. Разные задачи

В задачах 1910–2011 найти интегралы.
1910. (x+ 1)

√
x2 + 2xdx.

1911.
∫
(1 + e3x)2e3x dx.

1912.
∫
e
√

x√
x
dx.

1913.
◦ ∫ sin x

ecos x dx.
1914.

∫ √
1 − exex dx.

1915.
∫
x cosx2 dx.

1916.
∫ (

2 − 3x
4
3

) 1
5
x

1
3 dx.

1917.
∫

2x4−3x2

1+3x3−x6 dx.

1918.
∫ √

x dx

1+x
3
2
4.

1919.
∫

dx
ex(3+e−x) .

1920.
∫

dx
ex

√
1−e−2x

4.
1921.

◦ ∫ 2x+3√
1+x2 dx.
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6.2.2. Замена переменной

Если x = ϕ(t), где ϕ(t) — непрерывно дифференцируемая
функция, то ∫

f(x) dx =
∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt.

В задачах 1869–1904 найти интеграл.
1869.

◦ ∫ dx
1+

√
x+1

(подстановка x+ 1 = z2)

1870.
∫

x3 dx√
x−1

.
1871.

∫
4x+3

(x−2)3 dx.
1872.

∫
dx

x
√
x+1

.
1873.

∫
x+1

x
√
x−2

dx.
1874.

∫
dx

1+
√
x
.

1875.
∫ √

x
x(x+1) dx.

1876.
∫ √

x
x+1 dx.

1877.
∫

dx
1+ 3√x+1

.
1878.

∫
dx√

ax+b+m
.

1879.
◦ ∫ √

x dx√
x− 3√x (подстановка x = z6).

1880.
∫

dx
3√x( 3√x−1)

.

1881.
∫

dx√
x+ 4√x .

1882.
∫ √

x
3√
x2− 4√x dx.

1883.
∫

e2x dx
4√ex+1

(подстановка ex + 1 = z4).

1884.
◦ ∫ dx√

1+ex .

1885.
∫ √

1+ln x
x ln x dx.

1886.
∫ √

1 + cos2 x sin 2x cos 2xdx.
1887.

∫
ln tg x

sin x cos x dx.
1888.

∫
x5 dx√
a3−x3 .

1889.
∫

x5 dx
(x2−4)2 .

1890.
◦ ∫ dx

x2
√
x2+a2 (подстановка x = 1

z , или x = a tg z, или
x = a sh z).

1891.
∫

x2 dx√
a2−x2 (подстановка x = a sin z).

1892.
∫

dx
x
√
x2−a2 (подстановка x = 1

z , или x = a
cos z , или

x = a ch z).
1893.

∫ √
1+x2

x4 dx.
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1894.
∫ √

1−x2

x2 dx.
1895.

∫
dx√

(a2+x2)3
.

1896.
◦ ∫ √

(9−x2)3

x6 dx.
1897.

∫
dx

x2
√
x2−9

.
1898.

∫
dx

x
√

1+x2 .
1899.

∫
dx√

(x2−a2)3
.

1900.
∫
x2

√
4 − x2 dx.

1901.
◦ ∫ dx

(x2+4)
√

4x2+1
.

∗ 1902.
∫ √

x−1
x+1

dx
x2 .

∗ 1903.
∫

dx√
x−x2 .

∗ 1904.
∫ (x+1) dx
x(1+xex) .

В задачах 1905–1909 найти интегралы, применив сначала
замену переменной, а потом интегрирование по частям.

1905.
∫
e
√
x dx.

1906.
◦ ∫

sin 3
√
xdx.

1907.
∫

arcsin x√
(1−x2)3

dx.

1908.
∫
x2 arctg x

1+x2 dx.
1909.

∫ arctg x
x2(1+x2) dx.

6.2.3. Разные задачи

В задачах 1910–2011 найти интегралы.
1910. (x+ 1)

√
x2 + 2xdx.

1911.
∫
(1 + e3x)2e3x dx.

1912.
∫
e
√

x√
x
dx.

1913.
◦ ∫ sin x

ecos x dx.
1914.

∫ √
1 − exex dx.

1915.
∫
x cosx2 dx.

1916.
∫ (

2 − 3x
4
3

) 1
5
x

1
3 dx.

1917.
∫

2x4−3x2

1+3x3−x6 dx.

1918.
∫ √

x dx

1+x
3
2
4.

1919.
∫

dx
ex(3+e−x) .

1920.
∫

dx
ex

√
1−e−2x

4.
1921.

◦ ∫ 2x+3√
1+x2 dx.
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1922.
∫

2x−1√
9x2−4

dx.

1923.
∫ cos

√
x√

x
dx.

1924.
∫

dx

x
√

3−ln2 x
.

1925.
∫

ln x dx
x(1−ln2 x)

.

1926.
∫

x2−x+1√
(x2+1)3

dx.

1927.
∫ (arctg x)n

1+x2 dx.
1928.

∫
dϕ

sin2 ϕ cos2 ϕ .
1929.

◦ ∫ cos 2x
cos2 x dx.

1930.
∫

sin4 x dx
cos6 x .

1931.
∫ √

tg3 x sec4 xdx.
1932.

∫
(1 − tg 3x)2 dx.

1933.
∫
x3 dx
x+1 .

1934.
∫

x dx
(x−1)3 .

1935.
◦ ∫ x dx√

2+4x
.

1936.
∫

x dx√
1+2x

.
1937.

∫
x
√
a+ xdx.

1938.
∫
(
√
x+ cosx)2 dx.

1939.
∫
amxbnx dx.

1940.
∫

dx√
5−2x+x2 .

1941.
∫

dx√
9x2−6x+2

.
1942.

∫
dx√

12x−9x2−2
.

1943.
◦ ∫ 8x−11) dx√

5+2x−x2 .

1944.
∫ (x+2) dx
x2+2x+2 .

1945.
∫ (x−3)dx√

3−2x−x2 .

1946.
∫ (3x−1) dx

4x2−4x+17 .

1947.
∫ (3x−1) dx√

x2+2x+2
.

1948.
∫ (x−2) dx
x2−7x+12 .

1949.
∫

2x+5√
9x2+6x+2

dx.

1950.
∫ (3−4x) dx√

2x2−3x+1
dx.

1951.
◦ ∫ (4−3x) dx

5x2+6x+18 .

1952.
∫ (2−5x) dx√

4x2+9x+1
.

1953.
∫

x dx√
3x2−11x+2

.
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1954.
∫ √

x dx√
2x+3

.

1955.
◦ ∫ √a−x

x−b dx.
1956.

∫
arctg xdx.

1957.
∫
x sinx cos xdx.

1958.
∫
x2 cosωxdx.

1959.
∫
e2xx3 dx.

1960.
◦ ∫ ln cosx

cos2 x dx.
1961.

∫ ctg x
ln sin x dx.

1962.
∫

x2 dx
(1+x4)2 .

1963.
∫

cos2 3x
sin 3x dx.

1964.
∫

dx
1−sin 3x .

1965.
∫

sin 2x dx
4−cos2 2x .

1966.
◦ ∫ dx

ex+1 .
1967.

∫
ex−1
ex+1 dx.

1968.
∫
ee

x+x dx.
1969.

∫
e2x

2+ln x dx.
1970.

∫
3+x3√
2+2x2 dx.

1971.
◦ ∫ x arcsinx√

1−x2 dx.
1972.

∫
x cos x
sin3 x

dx.
1973.

∫
ex sin2 xdx.

1974.
∫ (1+tg x) dx

sin 2x .
1975.

∫
1−tg x
1+tg x dx.

1976.
∫

dϕ√
3 cosϕ+sinϕ

.

1977.
◦ ∫ sinx dx

1+sin x .

1978.
∫

sin2 x cosx
(1+sin2 x) dx.

1979.
∫ √

1+cos x
sin x dx.

1980.
∫

ln ln x
x dx.

1981.
∫
x3ex

2
, dx.

1982.
◦ ∫

e−x
2
x5 dx.

1983.
∫

x3 dx√
1+2x2 .

1984.
∫

x4 dx√
(1−x2)3

.

1985.
∫ √

(x2−a2)5

x dx.
1986.

∫
dx

x4
√
x2+4

.

1987.
∫ √

x2−8
x4 dx.
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∫ √
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√
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∫ √
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1988.
◦ ∫ √

4+x2

x6 dx.
1989.

∫
dx

x4
√
x2−3

.

1990.
∫ √

x dx
4√x3+1

.

1991.
∫ √

x+1+1√
x+1−1

dx.
1992.

∫
dx

(2+x)
√

1+x
.

1993.
◦ ∫ 3√x dx

x(
√
x+ 3√x) .

1994.
∫ √

x2+2x
x dx.

∗ 1995.
∫

x7 dx
(1−x2)5 .

1996.
∫

dx
(ax+b)

√
x
.

1997.
∫ √

1+x8

x13 dx.
1998.

∫
x dx

(1−x4)
3
2
.

1999.
◦ ∫ x5 dx√

x4+4
.

2000.
∫

dx√
x(x−1)

.

2001.
∫ √

1−x3

x2√x dx.

2002.
∫

x4 dx
(1+x2)3 .

2003.
◦ ∫ 3x2−1

2x
√
x

arctg xdx.

2004.
∫ ex(1+ex) dx√

1−e2x
.

2005.
∫ √

ex − 1 dx.
∗2006.

∫ ln(x+1)−ln x
x(x+1) dx.

2007.
∫

dx
x6+x4 .

2008.
◦ ∫

arccos
√

x
x+1 dx.

2009.
∫

ln(x+
√

1 + x2) dx.

2010.
∫

3

√
sin2 x
cos14 x dx.

2011.
∫

dx
cos3 x

√
sin 2x

.

§ 6.3. ОСНОВНЫЕ КЛАССЫ
ИНТЕГРИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ

6.3.1. Дробно-рациональные функции

Приведем функцию, выделяя целую часть, к виду R(x) +
+ P (x)
Q(x) , где степень P (x) меньше, чем степень Q(x). Пусть

Q(x) = (x− a)k . . . (x− d)n . . . (x2 + px+ q)l . . . (x2 + rx+ s)m,
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причем квадратичные множители не имеют вещественных кор-
ней, тогда

P (x)
Q(x)

=
A1

x− a
+. . .+

Ak
(x− a)k

+. . .+
B1

x− d
+. . .+

Bn
(x − d)n

+. . .

+
M1x+N1

x2+px+q
+...+

Mlx+Nl
(x2+px+q)l

+...+
R1x+S1

x2+rx+s
+...+

Rmx+Sm
(x2+rx+s)m

,

причем коэффициенты в числителях дробей могут быть най-
дены методом неопределенных коэффициентов. Для этого обе
части равенства умножаются на общий знаменатель Q(x), по-
сле чего приравниваются коэффициенты при одинаковых сте-
пенях x (первый способ) или подставляются подходящие зна-
чения x (второй способ).
В задачах 2012–2067 найти интегралы.

1. Знаменатель имеет только действительные различ-
ные корни.
2012.

∫
x dx

(x+1)(2x+1) .

2013.
◦ ∫ x dx

2x2−3x−2 .

2014.
∫

2x2+41x−91
(x−1)(x+3)(x−4) dx.

2015.
∫

dx
6x3−7x2−3x .

2016.
∫
x5+x4−8
x3−4x dx.

2017.
∫

x3−1
4x3−x dx.

2018.
∫

32x dx
(2x−1)(4x2−16x+15) .

2019.
◦ ∫ x dx

x4−3x2+2 .

2020.
∫ (2x2−5) dx
x4−5x2+6 .

2021.
∫
x6−2x4+3x3−9x2+4

x5−5x3+4x dx.

2. Знаменатель имеет только действительные корни;
некоторые корни — кратные.

2022.
∫ (x2−3x+2) dx

x(x2+2x+1) .

2023.
∫ (

x+2
x−1

)2
dx
x .

2024.
∫

x2 dx
x3+5x2+8x+4 .

2025.
◦ ∫ x3+1

x3−x2 dx.

2026.
∫
x3−6x2+11x−5

(x−2)4 dx.
2027.

∫
dx

x4−x2 .
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1988.
◦ ∫ √

4+x2

x6 dx.
1989.

∫
dx

x4
√
x2−3

.

1990.
∫ √

x dx
4√x3+1

.

1991.
∫ √

x+1+1√
x+1−1

dx.
1992.

∫
dx

(2+x)
√

1+x
.

1993.
◦ ∫ 3√x dx

x(
√
x+ 3√x) .

1994.
∫ √

x2+2x
x dx.

∗ 1995.
∫

x7 dx
(1−x2)5 .

1996.
∫

dx
(ax+b)

√
x
.

1997.
∫ √

1+x8

x13 dx.
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x dx
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3
2
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∫
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x6+x4 .

2008.
◦ ∫
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x
x+1 dx.
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ln(x+
√
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3

√
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∫

dx
cos3 x

√
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+ P (x)
Q(x) , где степень P (x) меньше, чем степень Q(x). Пусть
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+. . .+
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+. . .+
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чения x (второй способ).
В задачах 2012–2067 найти интегралы.

1. Знаменатель имеет только действительные различ-
ные корни.
2012.

∫
x dx

(x+1)(2x+1) .

2013.
◦ ∫ x dx

2x2−3x−2 .

2014.
∫

2x2+41x−91
(x−1)(x+3)(x−4) dx.

2015.
∫

dx
6x3−7x2−3x .

2016.
∫
x5+x4−8
x3−4x dx.

2017.
∫

x3−1
4x3−x dx.

2018.
∫

32x dx
(2x−1)(4x2−16x+15) .

2019.
◦ ∫ x dx

x4−3x2+2 .

2020.
∫ (2x2−5) dx
x4−5x2+6 .

2021.
∫
x6−2x4+3x3−9x2+4

x5−5x3+4x dx.

2. Знаменатель имеет только действительные корни;
некоторые корни — кратные.

2022.
∫ (x2−3x+2) dx

x(x2+2x+1) .

2023.
∫ (

x+2
x−1

)2
dx
x .

2024.
∫

x2 dx
x3+5x2+8x+4 .

2025.
◦ ∫ x3+1

x3−x2 dx.

2026.
∫
x3−6x2+11x−5

(x−2)4 dx.
2027.

∫
dx

x4−x2 .
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2028.
∫

x2 dx
(x+2)2(x+4)2 .

2029.
∫
x3−6x2+9x+7
(x−2)3(x−5) dx.

2030.
∫

1
8

(
x−1
x+1

)4

dx.

2031.
◦ ∫ x5 dx

(x−1)2(x2−1) .

2032.
∫ (x2−2x+3) dx

(x−1)(x3−4x2+3x) .

2033.
∫ (7x3−9) dx
x4−5x3+6x2 .

2034.
∫
x3−2x2+4
x3(x−2)2 dx.

2035.
∫

3x2+1
(x2−1)3 dx.

3. Знаменатель имеет комплексные различные корни.
2036.

∫
dx

x(x2+1) .

2037.
◦ ∫ dx

1+x3 .
2038.

∫
x dx
x3−1 .

2039.
∫ (2x2−3x−3) dx

(x−1)(x2−2x+5) .

2040.
∫ (x4+1) dx
x3−x2+x−1 .

2041.
∫
x2 dx
1−x4 .

2042.
∫

dx
(x2+1)(x2+x) .

2043.
◦ ∫ dx

(x+1)2(x2+1) .

2044.
∫ (3x2+x+3) dx

(x−1)3(x2+1) .

2045.
∫
x5+2x3+4x+4
x4+2x3+2x2 dx.

2046.
∫ (x3−6) dx
x4+6x2+8 .∗2047.
∫

dx
1+x4 .

4. Знаменатель имеет комплексные кратные корни.
2048.

◦ ∫ x3+x−1
(x2+2)2 dx.

2049.
∫

dx
x(4+x2)2(1+x2) .

2050.
∫ (5x2−12) dx

(x2−6x+13)2 .

2051.
∫ (x+1)4 dx

(x2+2x+2)3 .

2052.
∫

dx
(x2+9)3 .

2053.
∫

2x dx
(1+x)(1+x2)2 .

2054.
◦ ∫ dx

(1+x2)4 .

2055.
∫

x9 dx
(x4−1)2 .
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5. Метод Остроградского.

Если Q(x) имеет кратные корни,∫
P (x)
Q(x)

dx =
X(x)
Q1(x)

+
∫

Y (x)
Q2(x)

dx,

где Q2(x) — произведение всех простых делителей Q(x),
Q1(x) = Q(x) : Q2(x), X(x) и Y (x) — многочлены с
неопределенными коэффициентами, степени которых на
единицу меньше соответственно степеней Q1(x) и Q2(x).
Данное тождество дифференцируется, после чего нахо-
дятся неопределенные коэффициенты многочленов X(x)
и Y (x).
2056.

∫
x7+2

(x2+x+1)2 dx.

2057.
∫ (4x2−8x) dx

(x−1)2(x2+1) .

2058.
∫

x2+x+1
x5−2x4+x3 dx.

2059.
◦ ∫ x6+x4−4x2−2

x3(x2+1)2 dx.

2060.
∫ (x2−1)2 dx

(1+x)(1+x2)3 .
2061.

∫
dx

x4(x3+1)2 .
2062.

∫
dx

(x2+2x+10)3 .

2063.
∫ (x+2) dx

(x2+2x+2)3 .

2064.
∫
x5−x4−26x2−24x−25
(x2+4x+5)2(x2+4)2 dx.

2065.
∫

3x4+4
x2(x2+1)3 dx.

2066.
∫

5−3x+6x2+5x3−x4

x5−x4−2x3+2x2+x−1 dx.
2067.

∫
9 dx

5x2(3−2x2)3 .

6.3.2. Некоторые иррациональные функции

В задачах 2068–2089 найти интегралы.

1. Функции вида R
(
x, m

√
ax+b
a1x+b1

, p

√
ax+b
a1x+b1

, . . .
)
.

Данные интегралы находятся с помощью подстановки

zn =
ax+ b

a1x+ b1
,

где n — наименьшее общее кратное чисел m, p, . . . .
2068.

∫
dx

x(
√
x+

5√
x2)
.

2069.
∫

dx√
x+ 3√x+2 4√x .
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2040.
∫ (x4+1) dx
x3−x2+x−1 .

2041.
∫
x2 dx
1−x4 .

2042.
∫

dx
(x2+1)(x2+x) .

2043.
◦ ∫ dx

(x+1)2(x2+1) .

2044.
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2070.
◦ ∫ x dx

(x+1)
1
2 +(x+1)

1
3
4.

2071.
∫ √

1−x
1+x

dx
x .

2072.
∫ √ 1−√

x
1+

√
x
dx.

2073.
∫
x2+

√
1+x

3√1+x
dx.

2074.
∫

3

√
1−x
1+x

dx
x .

∗2075.
∫

dx
4
√

(x−1)3(x+2)5
.

2. Дифференциальные биномы xm(a+ bxn)p dx.

По теореме Чебышева, данные интегралы вычисляются
в конечном виде только в следующих трех случаях:
1) p — целое число;
2) m+1

n — целое число, здесь применяется подстановка
a+ bxn = zs, где s — знаменатель дроби p;

3) m+1
n + p — целое число, здесь применяется подста-
новка ax−n + b = zs, где s имеет тот же смысл, что
и в случае 2).

2076.
∫ √

x(1 + 3
√
x)4 dx.

2077.
◦ ∫

x−1
(
1 + x

1
3

)−3

dx.

2078.
∫

dx
x 3√x2+1

.

2079.
∫

‘x5 3
√

(1 + x3)2 dx.
2080.

∫
dx

3√1+x3 .

2081.
∫

dx
4√1+x4 .

2082.
∫ √

1−x4

x5 dx.

2083.
◦ ∫ 3

√
1+ 4√x√
x

dx.

2084.
∫ 3

√
1+

√
x

x dx.
2085.

∫
dx

x 3√1+x5 .

2086.
∫ 3√1+x3

x2 dx.
2087.

∫
dx

x11
√

1+x4 .

2088.
◦ ∫ 3
√
x(1 − x2) dx.

2089.
∫

3
√

1 + 4
√
xdx.

6.3.3. Тригонометрические функции

1) Интегралы вида Im,n=
∫
sinmxcosnxdx, где m,n — на-

туральные числа. Если m=2k+1 — нечетное положительное
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число,
∫

sin2k+1 x cosn xdx = − ∫ sin2k x cosn xd(cosx) =
=−∫ (1−cos2x)kcosnxd(cosx), аналогично поступаем, если n—
нечетное положительное число. Если m и n — четные поло-
жительные числа, используем формулы понижения степени

sin2 x =
1 − cos 2x

2
, cos2 x =

1 + cos 2x
2

, sinx cosx =
sin 2x

2
.

2) Интегралы вида Im,n =
∫

sinm x cosn xdx, где m,n —
целые отрицательные числа одинаковой четности, и

∫
tgn xdx

вычисляются с помощью подстановки u = tg x, du = dx
cos2 x ,

1
cos2 x = u2 + 1.
3) Интегралы вида

∫
R(sinx, cos x)dx могут быть вычисле-

ны с помощью универсальной тригонометрической подста-
новки: t = tg x

2 , sinx = 2t
1+t2 , cosx = 1−t2

1+t2 , x = 2 arctg t,
dx = 2dt

1+t2 .
В задачах 2009–2131 найти интегралы.
2090.

∫
sin3 x cos2 xdx.

2091.
∫

sin3 x
cos4 x dx.

2092.
∫

dx
cos x sin3 x

.

2093.
∫

sin4 x
cos2 x dx.

2094.
∫

dx
cos3 x sin3 x .

2095.
◦ ∫ dx

sin4 x cos4 x
.

2096.
∫

sinx dx
(1−cosx)2 .

2097.
∫

cosx dx
(1−cos x)2 .

2098.
∫

cos6 xdx.
2099.

∫
ctg4 xdx.

2100.
∫

tg5 xdx.
2101.

∫
dx

tg8 x .

2102.
◦ ∫ dx

sin3 x
.

2103.
∫

cos4 x+sin4 x
cos2 x−sin2 x dx

2104.
∫

dx
(sin x+cosx)2 .

2105.
∫

dx
sin x+cosx .

2106.
∫

dx
a cosx+b sin x .

2107.
∫

dx
tg x cos 2x .

2108.
∫

cos2 x dx
sinx cos 3x .
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2070.
◦ ∫ x dx

(x+1)
1
2 +(x+1)

1
3
4.

2071.
∫ √

1−x
1+x

dx
x .

2072.
∫ √ 1−√

x
1+

√
x
dx.

2073.
∫
x2+

√
1+x

3√1+x
dx.

2074.
∫

3

√
1−x
1+x

dx
x .

∗2075.
∫

dx
4
√

(x−1)3(x+2)5
.

2. Дифференциальные биномы xm(a+ bxn)p dx.

По теореме Чебышева, данные интегралы вычисляются
в конечном виде только в следующих трех случаях:
1) p — целое число;
2) m+1

n — целое число, здесь применяется подстановка
a+ bxn = zs, где s — знаменатель дроби p;

3) m+1
n + p — целое число, здесь применяется подста-
новка ax−n + b = zs, где s имеет тот же смысл, что
и в случае 2).

2076.
∫ √

x(1 + 3
√
x)4 dx.

2077.
◦ ∫

x−1
(
1 + x

1
3

)−3

dx.

2078.
∫

dx
x 3√x2+1

.

2079.
∫

‘x5 3
√

(1 + x3)2 dx.
2080.

∫
dx

3√1+x3 .

2081.
∫

dx
4√1+x4 .

2082.
∫ √

1−x4

x5 dx.

2083.
◦ ∫ 3

√
1+ 4√x√
x

dx.

2084.
∫ 3

√
1+

√
x

x dx.
2085.

∫
dx

x 3√1+x5 .

2086.
∫ 3√1+x3

x2 dx.
2087.

∫
dx

x11
√

1+x4 .

2088.
◦ ∫ 3
√
x(1 − x2) dx.

2089.
∫

3
√

1 + 4
√
xdx.

6.3.3. Тригонометрические функции

1) Интегралы вида Im,n=
∫
sinmxcosnxdx, где m,n — на-

туральные числа. Если m=2k+1 — нечетное положительное
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число,
∫

sin2k+1 x cosn xdx = − ∫ sin2k x cosn xd(cosx) =
=−∫ (1−cos2x)kcosnxd(cosx), аналогично поступаем, если n—
нечетное положительное число. Если m и n — четные поло-
жительные числа, используем формулы понижения степени

sin2 x =
1 − cos 2x

2
, cos2 x =

1 + cos 2x
2

, sinx cosx =
sin 2x

2
.

2) Интегралы вида Im,n =
∫

sinm x cosn xdx, где m,n —
целые отрицательные числа одинаковой четности, и

∫
tgn xdx

вычисляются с помощью подстановки u = tg x, du = dx
cos2 x ,

1
cos2 x = u2 + 1.
3) Интегралы вида

∫
R(sinx, cos x)dx могут быть вычисле-

ны с помощью универсальной тригонометрической подста-
новки: t = tg x

2 , sinx = 2t
1+t2 , cosx = 1−t2

1+t2 , x = 2 arctg t,
dx = 2dt

1+t2 .
В задачах 2009–2131 найти интегралы.
2090.

∫
sin3 x cos2 xdx.

2091.
∫

sin3 x
cos4 x dx.

2092.
∫

dx
cos x sin3 x

.

2093.
∫

sin4 x
cos2 x dx.

2094.
∫

dx
cos3 x sin3 x .

2095.
◦ ∫ dx

sin4 x cos4 x
.

2096.
∫

sinx dx
(1−cosx)2 .

2097.
∫

cosx dx
(1−cos x)2 .

2098.
∫

cos6 xdx.
2099.

∫
ctg4 xdx.

2100.
∫

tg5 xdx.
2101.

∫
dx

tg8 x .

2102.
◦ ∫ dx

sin3 x
.

2103.
∫

cos4 x+sin4 x
cos2 x−sin2 x dx

2104.
∫

dx
(sin x+cosx)2 .

2105.
∫

dx
sin x+cosx .

2106.
∫

dx
a cosx+b sin x .

2107.
∫

dx
tg x cos 2x .

2108.
∫

cos2 x dx
sinx cos 3x .
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2109.
∫

dx
1+tg x .

2110.
◦ ∫ dx

5−3 cosx .
2111.

∫
dx

5+4 sin x .
2112.

∫
2−sin x
2+cosx dx.

2113.
∫

sin2 x dx
1−tg x .

2114.
∫

dx
4+tg x+4 ctg x .

2115.
∫

dx
(sin x+2 secx)2 .

2116.
∫

dx
5−4 sin x+3 cosx .

2117.
∫

dx
4−3 cos2 x+5 sin2 x

.

2118.
◦ ∫ dx

1+sin2 x .
2119.

∫
dx

1−sin4 x .
2120.

∫
dx

a2 sin2 x+b2 cos2 x
.

2121.
∫

dx
sin2 x+tg2 x

.

2122.
∫

cos x dx
sin3 x−cos3 x

.
2123.

∫ √
1 + sinxdx.

2124.
◦ ∫ √

tg x
sin x cos x dx.

∗2125.
∫ √

sin3 2x
sin5 x

dx.
2126.

∫
dx

4√
sin3 x cos5 x

.

2127.
∫

dx√
1−sin4 x

.

2128.
∫ √

1 + cosecxdx.
2129.

∫ (cos 2x−3) dx

cos4 x
√

4−ctg2 x
.

2130.
∫

dx

sin x
2

√
cos3 x

2

.

2131.
◦ ∫ √

tg x dx.

6.3.4. Гиперболические функции

В задачах 2132–2150 найти интегралы.
2132.

∫
chxdx.

2133.
∫

shxdx.
2134.

∫
dx

ch2 x
.

2135.
∫

ex dx
ch x+sh x .

2136.
∫
(ch2 ax sh2 ax) dx.

2137.
◦ ∫

sh2 xdx.
2138.

∫
th2 xdx.
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2139.
∫

cth2 xdx.
2140.

∫
sh3 xdx.

2141.
∫

ch3 xdx.
2142.

∫
th4 xdx.

2143.
◦ ∫

sh2 x ch3 xdx.
2144.

∫
cth5 xdx.

2145.
∫

dx
sh x chx .

2146.
∫

dx
shx .

2147.
∫

dx
(1+ch x)2 .

2148.
∫ √

thx dx.
2149.

◦ ∫ x dx
ch2 x

.
2150.

∫
e2x dx
sh4 x

.

6.3.5. Рациональные функции от x и
√
ax2 + bx+ c

В задачах 2151–2174 найти интегралы.
∗2151.

∫
dx

x
√
x2+x+1

.

2152.
∫

dx
x
√
x2+4x−4

.
2153.

∫
dx

x
√
x2+2x−1

.
2154.

∫
dx

x
√

2+x−x2 .

2155.
∫ √

2x+x2

x2 dx.
2156.

◦ ∫ dx
(x−1)

√
x2+x+1

.

2157.
∫

dx
(2x−3)

√
4x−x2 .

2158.
∫ √

x2 − 2x− 1 dx.
2159.

∫ √
3x2 − 3x+ 1 dx.

2160.
◦ ∫ √

1 − 4x− x2 dx.
2161.

∫
dx

x−√
x2−x+1

.
2162.

∫
dx

x2(x+
√

1+x2)
.

2163.
∫

dx
1+

√
x2+2x+2

.

2164.
∫

x2 dx√
1−2x−x2 .

2165.
∫ (2x2−3x) dx√

x2−2x+5
.

2166.
◦ ∫ 3x2−5x√

3−2x−x2 dx.

2167.
∫

3x3 dx√
x2+4x+5

.

2168.
∫

x3−x+1√
x2+2x+2

dx.

2169.
∫

3x3−8x+5√
x2−4x−7

dx.
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2109.
∫

dx
1+tg x .

2110.
◦ ∫ dx

5−3 cosx .
2111.

∫
dx

5+4 sin x .
2112.

∫
2−sinx
2+cosx dx.

2113.
∫

sin2 x dx
1−tg x .

2114.
∫

dx
4+tg x+4 ctg x .

2115.
∫

dx
(sin x+2 secx)2 .

2116.
∫

dx
5−4 sin x+3 cosx .

2117.
∫

dx
4−3 cos2 x+5 sin2 x

.

2118.
◦ ∫ dx

1+sin2 x .
2119.

∫
dx

1−sin4 x .
2120.

∫
dx

a2 sin2 x+b2 cos2 x
.

2121.
∫

dx
sin2 x+tg2 x

.

2122.
∫

cos x dx
sin3 x−cos3 x

.
2123.

∫ √
1 + sinxdx.

2124.
◦ ∫ √

tg x
sinx cos x dx.

∗2125.
∫ √

sin3 2x
sin5 x

dx.
2126.

∫
dx

4√
sin3 x cos5 x

.

2127.
∫

dx√
1−sin4 x

.

2128.
∫ √

1 + cosecxdx.
2129.

∫ (cos 2x−3) dx

cos4 x
√

4−ctg2 x
.

2130.
∫

dx

sin x
2

√
cos3 x

2

.

2131.
◦ ∫ √

tg x dx.

6.3.4. Гиперболические функции

В задачах 2132–2150 найти интегралы.
2132.

∫
chxdx.

2133.
∫

shxdx.
2134.

∫
dx

ch2 x
.

2135.
∫

ex dx
ch x+sh x .

2136.
∫
(ch2 ax sh2 ax) dx.

2137.
◦ ∫

sh2 xdx.
2138.

∫
th2 xdx.
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2139.
∫

cth2 xdx.
2140.

∫
sh3 xdx.

2141.
∫

ch3 xdx.
2142.

∫
th4 xdx.

2143.
◦ ∫

sh2 x ch3 xdx.
2144.

∫
cth5 xdx.

2145.
∫

dx
sh x chx .

2146.
∫

dx
shx .

2147.
∫

dx
(1+ch x)2 .

2148.
∫ √

thx dx.
2149.

◦ ∫ x dx
ch2 x

.
2150.

∫
e2x dx
sh4 x

.

6.3.5. Рациональные функции от x и
√
ax2 + bx+ c

В задачах 2151–2174 найти интегралы.
∗2151.

∫
dx

x
√
x2+x+1

.

2152.
∫

dx
x
√
x2+4x−4

.
2153.

∫
dx

x
√
x2+2x−1

.
2154.

∫
dx

x
√

2+x−x2 .

2155.
∫ √

2x+x2

x2 dx.
2156.

◦ ∫ dx
(x−1)

√
x2+x+1

.

2157.
∫

dx
(2x−3)

√
4x−x2 .

2158.
∫ √

x2 − 2x− 1 dx.
2159.

∫ √
3x2 − 3x+ 1 dx.

2160.
◦ ∫ √

1 − 4x− x2 dx.
2161.

∫
dx

x−√
x2−x+1

.
2162.

∫
dx

x2(x+
√

1+x2)
.

2163.
∫

dx
1+

√
x2+2x+2

.

2164.
∫

x2 dx√
1−2x−x2 .

2165.
∫ (2x2−3x) dx√

x2−2x+5
.

2166.
◦ ∫ 3x2−5x√

3−2x−x2 dx.

2167.
∫

3x3 dx√
x2+4x+5

.

2168.
∫

x3−x+1√
x2+2x+2

dx.

2169.
∫

3x3−8x+5√
x2−4x−7

dx.
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2170.
∫

x4 dx√
x2+4x+5

.

2171.
◦ ∫ dx

(x3+3x2+3x+1)
√
x2+2x−3

.

2172.
∫ √

1+x2

2+x2 dx.

2173.
∫ (x−1) dx

x2
√

2x2−2x+1
.

2174.
∫ (2x+3) dx

(x2+2x+3)
√
x2+2x+4

.

6.3.6. Разные функции

В задачах 2175–2230 найти интегралы.

2175.
◦ ∫ x3 dx

(x−1)12 .
2176.

∫
x dx

x−√
x2−1

.
2177.

∫
x 3
√
a+ x dx.

2178.
∫

dx
aemx+be−mx .

2179.
∫
x
√

1+x√
1−x dx.

2180.
∫

x4 dx
(x2−1)(x+2) .

2181.
∫

dx
1−x4 .

2182.
∫

dx
(x4−1)2 .

2183.
◦ ∫ ln(x+1) dx√

x+1
.

2184.
∫
(x2 + 3x+ 5) cos 2xdx.

2185.
∫
x2 shxdx.

2186.
∫

arctg(1 +
√
x) dx.

2187.
∫

arcsinx dx
x2 .

2188.
◦ ∫

e
3√x dx.

2189.
∫
xe

3√x dx.
2190.

∫
(x3 − 2x2 + 5)e3x dx.

2191.
∫

sin
√
xdx.

2192.
∫

dx

x3(x−1)
1
2
.

2193.
◦ ∫ dx

x−√
x2−1

.

2194.
∫ √

(1+x2)5

x6 dx.
2195.

∫
x4 dx√
x2+1

.

2196.
∫ √ 1− 3√x

1+ 3√x
dx
x .

2197.
∫

dx

x 3
√

(1+x)3
.

2198.
∫ √

2x+1
x2 dx.

2199.
∫

x4 dx
x15−1 .
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2200.
◦ ∫ dx

sin 2x−2 sin x .
2201.

∫
dx

1+cos2 x .
2202.

∫
dx

a2−b2 cos2 x .
2203.

∫
x ln(1 + x3) dx.

2204.
∫ (ln x−1) dx

ln2 x
.

2205.
∫

x lnx√
(x2−1)3

dx.

2206.
◦ ∫

x2ex cosxdx.
2207.

∫
xex

2
(x2 + 1) dx

2208.
∫

dx√
sin3 x cos5 x

.

2209.
∫

dx
sin5 x cos5 x

.
2210.

∫
sin 2x dx

cos4 x+sin4 x
.

2211.
∫

dx
1+sin x+cosx .

2212.
◦ ∫ √

tg2 x+ 2 dx.
2213.

∫ (x2−1) dx

x
√
x4+3x2+1

.

2214.
∫

dx
(2x−3)

√
4x−x2 .

2215.
∫
xex dx
(1+x)2 .

2216.
∫

xex dx√
1+ex .

2217.
∫

arctg x dx
x4 .

2218.
◦ ∫ x arctg x

(1+x2)2 dx.

2219.
∫ arctg x

(1+x)3 dx.

2220.
∫

dx
(1−2x)4 .

2221.
∫ (e3x+ex) dx

e4x−e2x+1 .
2222.

∫
dx√

1+ex+e2x
.

2223.
◦ ∫ tg x dx

1+tg x+tg2 x .

2224.
∫

sin8 xdx.

2225.
∫ (3+x2)2x3 dx

(1+x2)3 .

2226.
∫

x2−8x+7
(x2−3x−10)2 dx.

2227.
∫

dx
sin4 x+cos4 x

.

2228.
◦ ∫ (x+sinx) dx

1+cosx .
∗2229.

∫
x2−1
x2+1 · dx√

1+x4 .

2230.
∫
esin x x cos3 x−sin x

cos2 x dx.



158 Глава 6

2170.
∫

x4 dx√
x2+4x+5

.

2171.
◦ ∫ dx

(x3+3x2+3x+1)
√
x2+2x−3

.

2172.
∫ √

1+x2

2+x2 dx.

2173.
∫ (x−1) dx

x2
√

2x2−2x+1
.

2174.
∫ (2x+3) dx

(x2+2x+3)
√
x2+2x+4

.

6.3.6. Разные функции

В задачах 2175–2230 найти интегралы.

2175.
◦ ∫ x3 dx

(x−1)12 .
2176.

∫
x dx

x−√
x2−1

.
2177.

∫
x 3
√
a+ x dx.

2178.
∫

dx
aemx+be−mx .

2179.
∫
x
√

1+x√
1−x dx.

2180.
∫

x4 dx
(x2−1)(x+2) .

2181.
∫

dx
1−x4 .

2182.
∫

dx
(x4−1)2 .

2183.
◦ ∫ ln(x+1) dx√

x+1
.

2184.
∫
(x2 + 3x+ 5) cos 2xdx.

2185.
∫
x2 shxdx.

2186.
∫

arctg(1 +
√
x) dx.

2187.
∫

arcsinx dx
x2 .

2188.
◦ ∫

e
3√x dx.

2189.
∫
xe

3√x dx.
2190.

∫
(x3 − 2x2 + 5)e3x dx.

2191.
∫

sin
√
xdx.

2192.
∫

dx

x3(x−1)
1
2
.

2193.
◦ ∫ dx

x−√
x2−1

.

2194.
∫ √

(1+x2)5

x6 dx.
2195.

∫
x4 dx√
x2+1

.

2196.
∫ √ 1− 3√x

1+ 3√x
dx
x .

2197.
∫

dx

x 3
√

(1+x)3
.

2198.
∫ √

2x+1
x2 dx.

2199.
∫

x4 dx
x15−1 .
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2200.
◦ ∫ dx

sin 2x−2 sin x .
2201.

∫
dx

1+cos2 x .
2202.

∫
dx

a2−b2 cos2 x .
2203.

∫
x ln(1 + x3) dx.

2204.
∫ (ln x−1) dx

ln2 x
.

2205.
∫

x lnx√
(x2−1)3

dx.

2206.
◦ ∫

x2ex cosxdx.
2207.

∫
xex

2
(x2 + 1) dx

2208.
∫

dx√
sin3 x cos5 x

.

2209.
∫

dx
sin5 x cos5 x

.
2210.

∫
sin 2x dx

cos4 x+sin4 x
.

2211.
∫

dx
1+sin x+cosx .

2212.
◦ ∫ √

tg2 x+ 2 dx.
2213.

∫ (x2−1) dx

x
√
x4+3x2+1

.

2214.
∫

dx
(2x−3)

√
4x−x2 .

2215.
∫
xex dx
(1+x)2 .

2216.
∫

xex dx√
1+ex .

2217.
∫

arctg x dx
x4 .

2218.
◦ ∫ x arctg x

(1+x2)2 dx.

2219.
∫ arctg x

(1+x)3 dx.

2220.
∫

dx
(1−2x)4 .

2221.
∫ (e3x+ex) dx

e4x−e2x+1 .
2222.

∫
dx√

1+ex+e2x
.

2223.
◦ ∫ tg x dx

1+tg x+tg2 x .

2224.
∫

sin8 xdx.

2225.
∫ (3+x2)2x3 dx

(1+x2)3 .

2226.
∫

x2−8x+7
(x2−3x−10)2 dx.

2227.
∫

dx
sin4 x+cos4 x

.

2228.
◦ ∫ (x+sinx) dx

1+cosx .
∗2229.

∫
x2−1
x2+1 · dx√

1+x4 .

2230.
∫
esin x x cos3 x−sin x

cos2 x dx.



Глава 7

СПОСОБЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ
ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ.
НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

§ 7.1. СПОСОБЫ ТОЧНОГО ВЫЧИСЛЕНИЯ
ИНТЕГРАЛОВ

7.1.1. Непосредственное применение формулы
Ньютона–Лейбница

Формула Ньютона–Лейбница:
b∫
a

f(x)dx = F (x)|ba = F (b) − F (a),

где F (x) — любая первообразная функции f(x).
В задачах 2231–2258 вычислить интегралы.
2231.

∫ 1

0

√
1 + xdx.

2232.
∫ −1

−2
dx

(11+5x)3 .

2233.
◦ ∫ −13

2
dx

5
√

(3−x)4 .

2234.
∫ 9

4
y−1√
y+1 dy.

2235.
∫ T/2
0

sin
(

2πt
T − ϕ0

)
dt.

2236.
∫ 16

0
dx√
x+9

−√
x.

2237.
∫ 1

0 (ex − 1)4ex dx.
2238.

∫ 2a

0
3 dx
2b−x (b > a > 0).

2239.
∫ 1

0
x dx

(x2+1)2 .
2240.

∫ e
1

dx

x
√

1−(lnx)2
.

2241.
∫ e
1

1+lg x
x dx.

2242.
∫ 2

1
e

1
x dx
x2 .

2243.
∫ n
√
a/2

0
xn−1 dx√
a2−x2n

.
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2244.
◦ ∫ e2

1
dx

x
√

1+ln x
.

2245.
∫√3/2

1/2
x3 dx

( 5
8−x4)

√
5
8−x4

.

2246.
∫ a/2
0

a dx
(x−a)(x−2a) .

2247.
∫ 3

2
dx

2x2+3x−2 .

2248.
∫ 1

0
dx

x2+4x+5 .

2249.
∫ 2

1
dx

x+x3 .

2250.
◦ ∫ 1

−0,5
dx√

8+2x−x2 .

2251.
∫ π/2
−π/2

dx
1+cos x .

2252.
∫ π/2
0

cos5 x sin 2xdx.
2253.

∫ π/2
−π/2

√
cosx− cos3 xdx.

2254.
∫ π/ω
0 sin2(ωx+ ϕ0) dx.

2255.
∫ −π/4
−π/2

cos3 x dx
3√sin x

.

2256.
◦ ∫ π/4

a
ctg4 ϕdϕ.

2257.
∫ 2/π

1/π

sin 1
x

x2 dx.

2258.
∫ π/2
−π/2 cos t sin

(
2t− π

4

)
dt

В задачах 2259–2268 интегрированием по частям найти
интегралы:

2259.
∫ 1

0 xe
−x dx.

2260.
∫ π/2
0

x cosxdx.
2261.

∫ π/3
π/4

x dx
sin2 x

.

2262.
◦ ∫ π

0
x3 sinxdx.

2263.
∫ 2

1 x log2 xdx.
2264.

∫ e−1

0 ln(x+ 1) dx.

2265.
∫ a√7

0
x3 dx

3√a2+x2 .

2266.
◦ ∫ a

0

√
a2 − x2 dx.

2267.
∫ π/2
0 e2x cosxdx.

2268.
∫ e
1 ln3 xdx.

2269.
◦
Составить рекуррентные формулы для вычисления

интегралов
∫ π/2
0 cosn xdx и

∫ π/2
0 sinn xdx (n — целое положи-

тельное число или нуль) и вычислить интегралы:
1)
∫ π/2
0

sin5 xdx;

2)
∫ π/2
0

cos8 xdx;

3)
∫ π/2
0

sin11 xdx.



Глава 7

СПОСОБЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ
ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ.
НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

§ 7.1. СПОСОБЫ ТОЧНОГО ВЫЧИСЛЕНИЯ
ИНТЕГРАЛОВ

7.1.1. Непосредственное применение формулы
Ньютона–Лейбница

Формула Ньютона–Лейбница:
b∫
a

f(x)dx = F (x)|ba = F (b) − F (a),

где F (x) — любая первообразная функции f(x).
В задачах 2231–2258 вычислить интегралы.
2231.

∫ 1

0

√
1 + xdx.

2232.
∫ −1

−2
dx

(11+5x)3 .

2233.
◦ ∫ −13

2
dx

5
√

(3−x)4 .

2234.
∫ 9

4
y−1√
y+1 dy.

2235.
∫ T/2
0

sin
(

2πt
T − ϕ0

)
dt.

2236.
∫ 16

0
dx√
x+9

−√
x.

2237.
∫ 1

0 (ex − 1)4ex dx.
2238.

∫ 2a

0
3 dx
2b−x (b > a > 0).

2239.
∫ 1

0
x dx

(x2+1)2 .
2240.

∫ e
1

dx

x
√

1−(lnx)2
.

2241.
∫ e
1

1+lg x
x dx.

2242.
∫ 2

1
e

1
x dx
x2 .

2243.
∫ n
√
a/2

0
xn−1 dx√
a2−x2n

.
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2244.
◦ ∫ e2

1
dx

x
√

1+ln x
.

2245.
∫√3/2

1/2
x3 dx

( 5
8−x4)

√
5
8−x4

.

2246.
∫ a/2
0

a dx
(x−a)(x−2a) .

2247.
∫ 3

2
dx

2x2+3x−2 .

2248.
∫ 1

0
dx

x2+4x+5 .

2249.
∫ 2

1
dx

x+x3 .

2250.
◦ ∫ 1

−0,5
dx√

8+2x−x2 .

2251.
∫ π/2
−π/2

dx
1+cos x .

2252.
∫ π/2
0

cos5 x sin 2xdx.
2253.

∫ π/2
−π/2

√
cosx− cos3 xdx.

2254.
∫ π/ω
0 sin2(ωx+ ϕ0) dx.

2255.
∫ −π/4
−π/2

cos3 x dx
3√sin x

.

2256.
◦ ∫ π/4

a
ctg4 ϕdϕ.

2257.
∫ 2/π

1/π

sin 1
x

x2 dx.

2258.
∫ π/2
−π/2 cos t sin

(
2t− π

4

)
dt

В задачах 2259–2268 интегрированием по частям найти
интегралы:

2259.
∫ 1

0 xe
−x dx.

2260.
∫ π/2
0

x cosxdx.
2261.

∫ π/3
π/4

x dx
sin2 x

.

2262.
◦ ∫ π

0
x3 sinxdx.

2263.
∫ 2

1 x log2 xdx.
2264.

∫ e−1

0 ln(x+ 1) dx.

2265.
∫ a√7

0
x3 dx

3√a2+x2 .

2266.
◦ ∫ a

0

√
a2 − x2 dx.

2267.
∫ π/2
0 e2x cosxdx.

2268.
∫ e
1 ln3 xdx.

2269.
◦
Составить рекуррентные формулы для вычисления

интегралов
∫ π/2
0 cosn xdx и

∫ π/2
0 sinn xdx (n — целое положи-

тельное число или нуль) и вычислить интегралы:
1)
∫ π/2
0

sin5 xdx;

2)
∫ π/2
0

cos8 xdx;

3)
∫ π/2
0

sin11 xdx.
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2270. Составить рекуррентную формулу для вычисления
интеграла

∫ π/2
0

sinm x cosn xdx (m и n — целые положитель-
ные числа или нули; исследовать частные случаи четных и
нечетных значений m и n).

2271. Составить рекуррентную формулу и вычислить ин-
теграл

∫ 0

−1
xnex dx (n — целое положительное число).

2272. Доказать рекуррентную формулу∫
dx

(1 + x2)n
=

x

2(n− 1)(1 + x2)n−1
+

2n− 3
2(n− 1)

∫
dx

(1 + x2)n−1

(n — целое положительное число) и вычислить с ее помощью
интеграл

∫ 1

0
dx

(1+x2)4 .
2273. Доказать, что если Jm =

∫ e
1

lnm xdx, то Jm = e −
−mJm−1 (m — целое положительное число).

∗2274. Найти
∫ 1

0 x
p(1−x)q dx (p и q — целые положитель-

ные числа).

7.1.2. Замена переменной
в определенном интеграле

Если f(x) непрерывна на отрезке [a, b] и x = ϕ(t) — непре-
рывно дифференцируемая функция, заданная на отрезке [α, β],
где a = ϕ(α), b = ϕ(β), то

b∫
a

f(x)dx =

β∫
α

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt.

В задачах 2275–2295 вычислить интегралы:
2275.

∫ 9

4

√
x√
x−1

dx.

2276.
∫ 1

0

√
x dx

1+x .

2277.
◦ ∫ 8

3
x dx√
1+x

.

2278.
∫ 1

0
x dx

1+
√
x
.

2279.
∫ 1

0

√
ex dx√
ex+e−x

.

2280.
∫ 29

3

3
√

(x−2)2 dx

3+ 3
√

(x−2)2
.

∗2281.
∫ π
0

sin6 x
2 dx.

∗2282.
∫ π/4
0 cos7 2xdx.

2283.
∫ 1

0
x2 dx

(1+x2)3 .
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2284.
◦ ∫ √3

1

√
1+x2

x2 dx.
2285.

∫ 1√
2/2

√
1−x2

x6 dx.

2286.
∫ 2

1

√
x2−1
x dx.

2287.
∫ 2√

2
dx

x5
√
x2−1

.

2288.
∫ 1

0

√
(1 − x2)3 dx.

2289.
◦ ∫

x2
√

1 − x2 dx.
2290.

∫ − ln 2

0

√
1 − e2x dx.

2291.
∫ a
0

dx
x+

√
a2−x2 .

2292.
∫ 3

0
dx

(x2+3)
5
2
.

2293.
∫ 5

2,5
(
√

25−x2)3

x4 dx.

2294.
◦ ∫ 1/

√
3

0
dx

(2x2+1)
√
x2+1

.

2295.
∫ 2

√
2√

8/3
dx

x
√

(x2−2)5
.

7.1.3. Разные задачи

Средним значением функции f(x) на отрезке [a, b] назы-
вается

M =

b∫
a

f(x)dx

b− a
.

2296. Вычислить среднее значение функции y =
√
x+ 1√

x

на отрезке [1, 4].
2297. Вычислить среднее значение функции f(x) = 1

x2+x
на отрезке [1; 1,5].

2298. Вычислить среднее значение функций f(x) = sinx
и f(x) = sin2 x на отрезке [0, π].

2299.
◦
Найти среднее значение функции f(x) = 1

ex+1 на
отрезке [0, 2].

2300. При каком a среднее значение функции y = lnx на
отрезке [1, a] равно средней скорости изменения функции на
этом отрезке?
В задачах 2301–2317 вычислить интегралы:
2301.

∫ 2

1
dx

x+x3 .

2302.
∫ 5√2

0
x9 dx

(1+x5)3 .

2303.
∫ 1/2

0
x3 dx

x2−3x+2 .
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2270. Составить рекуррентную формулу для вычисления
интеграла

∫ π/2
0

sinm x cosn xdx (m и n — целые положитель-
ные числа или нули; исследовать частные случаи четных и
нечетных значений m и n).

2271. Составить рекуррентную формулу и вычислить ин-
теграл

∫ 0

−1
xnex dx (n — целое положительное число).

2272. Доказать рекуррентную формулу∫
dx

(1 + x2)n
=

x

2(n− 1)(1 + x2)n−1
+

2n− 3
2(n− 1)

∫
dx

(1 + x2)n−1

(n — целое положительное число) и вычислить с ее помощью
интеграл

∫ 1

0
dx

(1+x2)4 .
2273. Доказать, что если Jm =

∫ e
1

lnm xdx, то Jm = e −
−mJm−1 (m — целое положительное число).

∗2274. Найти
∫ 1

0 x
p(1−x)q dx (p и q — целые положитель-

ные числа).

7.1.2. Замена переменной
в определенном интеграле

Если f(x) непрерывна на отрезке [a, b] и x = ϕ(t) — непре-
рывно дифференцируемая функция, заданная на отрезке [α, β],
где a = ϕ(α), b = ϕ(β), то

b∫
a

f(x)dx =

β∫
α

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt.

В задачах 2275–2295 вычислить интегралы:
2275.

∫ 9

4

√
x√
x−1

dx.

2276.
∫ 1

0

√
x dx

1+x .

2277.
◦ ∫ 8

3
x dx√
1+x

.

2278.
∫ 1

0
x dx

1+
√
x
.

2279.
∫ 1

0

√
ex dx√
ex+e−x

.

2280.
∫ 29

3

3
√

(x−2)2 dx

3+ 3
√

(x−2)2
.

∗2281.
∫ π
0

sin6 x
2 dx.

∗2282.
∫ π/4
0 cos7 2xdx.

2283.
∫ 1

0
x2 dx

(1+x2)3 .
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2284.
◦ ∫ √3

1

√
1+x2

x2 dx.
2285.

∫ 1√
2/2

√
1−x2

x6 dx.

2286.
∫ 2

1

√
x2−1
x dx.

2287.
∫ 2√

2
dx

x5
√
x2−1

.

2288.
∫ 1

0

√
(1 − x2)3 dx.

2289.
◦ ∫

x2
√

1 − x2 dx.
2290.

∫ − ln 2

0

√
1 − e2x dx.

2291.
∫ a
0

dx
x+

√
a2−x2 .

2292.
∫ 3

0
dx

(x2+3)
5
2
.

2293.
∫ 5

2,5
(
√

25−x2)3

x4 dx.

2294.
◦ ∫ 1/

√
3

0
dx

(2x2+1)
√
x2+1

.

2295.
∫ 2

√
2√

8/3
dx

x
√

(x2−2)5
.

7.1.3. Разные задачи

Средним значением функции f(x) на отрезке [a, b] назы-
вается

M =

b∫
a

f(x)dx

b− a
.

2296. Вычислить среднее значение функции y =
√
x+ 1√

x

на отрезке [1, 4].
2297. Вычислить среднее значение функции f(x) = 1

x2+x
на отрезке [1; 1,5].

2298. Вычислить среднее значение функций f(x) = sinx
и f(x) = sin2 x на отрезке [0, π].

2299.
◦
Найти среднее значение функции f(x) = 1

ex+1 на
отрезке [0, 2].

2300. При каком a среднее значение функции y = lnx на
отрезке [1, a] равно средней скорости изменения функции на
этом отрезке?
В задачах 2301–2317 вычислить интегралы:
2301.

∫ 2

1
dx

x+x3 .

2302.
∫ 5√2

0
x9 dx

(1+x5)3 .

2303.
∫ 1/2

0
x3 dx

x2−3x+2 .
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∗2447.
∫ +∞
0

sin3 x
x dx.

∗2448.
∫ +∞
0

sin4 x
x2 dx.

∗2449.
◦
Положим ϕ(x) = − ∫ x

0
ln cos y dy. (Этот интеграл

называется и н т е г р а л о м Л о б а ч е в с к о г о.)
Доказать соотношение

ϕ(x) = 2ϕ
(π

4
+
x

2

)
− 2ϕ

(π
4
− x

2

)
− x ln 2.

С помощью найденного соотношения вычислить величину

ϕ
(π

2

)
= −

π/2∫
0

ln cos y dy

(впервые вычисленную Эйлером).
В задачах 2450–2454 вычислить интегралы.
2450.

∫ π/2
0

ln sinxdx.
2451.

∫ π
0

ln sinxdx.
∗2452.

∫ π/2
0 x ctg xdx.

∗2453.
∫ 1

0
arcsinx

x dx.

2454.
∫ 1

0
ln x dx√
1−x2 .

Глава 8

ПРИМЕНЕНИЯ ИНТЕГРАЛА

§ 8.1. НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ ГЕОМЕТРИИ И СТАТИКИ

8.1.1. Площадь фигуры

Площадь фигуры, ограниченной прямыми x = a, x = b
и кривыми y = f1(x), y = f2(x) такими, что для любых
a � x � b f1(x) � x � f2(x) :

S =

b∫
a

(f2(x) − f1(x)dx.

Если кривые заданы параметрически x = ϕ(t), y = ψ(t), дан-
ная формула также применима, если рассматривать x и y как
функции параметра.
Площадь криволинейного сектора, ограниченного лучами

ϕ = α, ϕ = β и кривыми ρ = f1(ϕ), ρ = f2(ϕ), f1(ϕ) � f2(ϕ):

S =
1
2

β∫
α

(
f2
2 (x) − f2

1 (x)
)
dx.

2455. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линия-
ми, уравнения которых y2 = 2x+ 1 и x− y − 1 = 0.

2456.
◦
Найти площадь фигуры, заключенной между пара-

болой y = −x2 +4x−3 и касательными к ней в точках (0,−3)
и (3, 0).

2457. Вычислить площадь фигуры, ограниченной парабо-
лой y2 = 2px и нормалью к ней, наклоненной к оси абсцисс
под углом 135◦.

2458. Вычислить площадь фигуры, ограниченной парабо-
лами y = x2 и y =

√
x.
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2459. Вычислить площадь фигуры, ограниченной парабо-
лами y2 + 8x = 16 и y2 − 24x = 48.

2460. Вычислить площадь фигуры, ограниченной парабо-
лами y = x2 и y = x3

3 .
2461.

◦
Окружность x2 + y2 = 8 разделена параболой y =

= x2

2 на две части. Найти площади обеих частей.
2462. Найти площади фигур, на которых парабола

y2 = 6x делит окружность x2 + y2 = 16.
2463. Из круга радиуса a вырезан эллипс, бо́льшая ось

которого совпадает с одним из диаметров круга, а меньшая
равна 2b. Доказать, что площадь оставшейся части равна пло-
щади эллипса с полуосями a и a− b.

2464. Найти площадь фигуры, ограниченной дугой гипер-
болы и ее хордой, проведенной из фокуса перпендикулярно к
действительной оси.

2465. Окружность x2 + y2 = a2 разбивается гиперболой
x2 −2y2 = a2

4 на три части. Определить площади этих частей.
2466. Вычислить площади криволинейных фигур, обра-

зованных пересечением эллипса x2

4 + y2 = 1 и гиперболы
x2

2 − y2 = 1.
2467.

◦
Вычислить площадь фигуры, заключенной между

линией y = 1
1+x2 и параболой y = x2

2 .
2468. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией

y = x(x− 1)2 и осью абсцисс.
2469. Найти площадь фигуры, ограниченной осью орди-

нат и линией x = y2(y − 1).
2470. Найти площадь части фигуры, ограниченной линия-

ми ym = xn и yn = xm, где m и n — целые положительные
числа, расположенной в первом квадранте. Рассмотреть во-
прос о площади всей фигуры в зависимости от характера чет-
ности чисел m и n.

2471.
1) Вычислить площадь криволинейной трапеции, ограни-

ченной осью абсцисс и линией y = x− x2√x.
2) Вычислить площадь фигуры, ограниченной двумя вет-

вями линии (y − x)2 = x5 и прямой x = 4.
2472. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией

(y − x− 2)2 = 9x и осями координат.
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2473.
◦
Найти площадь петли линии y2 = x(x − 1)2.

2474. Найти площадь фигуры, ограниченной замкнутой
линией y2 = (1 − x2)3.

2475. Найти площадь фигуры, ограниченной замкнутой
линией y2 = x2 − x4.

2476. Найти площадь фигуры, ограниченной замкнутой
линией x4 − ax3 + a2y2 = 0.

2477.
◦
Найти площадь конечной части фигуры, ограничен-

ной линией x2y2 = 4(x − 1) и прямой, проходящей через ее
точки перегиба.

2478. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линия-
ми y = ex, y = e−x и прямой x = 1.

2479. Вычислить площадь криволинейной трапеции, огра-
ниченной линией y = (x2 + 2x)e−x и осью абсцисс.

2480. Вычислить площадь криволинейной трапеции, огра-
ниченной линией y = e−x(x2 + 3x+ 1) + e2, осью Ox и двумя
прямыми, параллельными оси Oy, проведенными через точки
экстремума функции y.

2481. Найти площадь конечной части фигуры, ограничен-
ной линиями y = 2x2ex и y = −x3ex.

2482.

1) Вычислить площадь криволинейной трапеции с осно-
ванием [a, b], ограниченной линией y = lnx.

2) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией
y = lnx, осью ординат и прямыми y = ln a и y = ln b.

2483. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линия-
ми y = ln x и y = ln2 x.

2484.
◦
Вычислить площадь фигуры, ограниченной линия-

ми y = ln x
4x и y = x lnx.

2485. Вычислить площадь одного из криволинейных тре-
угольников, ограниченных осью абсцисс и линиями y = sinx
и y = cosx.

2486. Вычислить площадь криволинейного треугольника,
ограниченного осью ординат и линиями y = tg x и y = 2

3 cosx.
2487. Найти площадь фигуры, ограниченной линией y =

= sin3 x + cos3 x и отрезком оси абсцисс, соединяющей две
последовательные точки пересечения линии с осью абсцисс.

2488. Вычислить площадь фигуры, ограниченной осью абс-
цисс и линиями y = arcsinx и y = arccosx.
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2459. Вычислить площадь фигуры, ограниченной парабо-
лами y2 + 8x = 16 и y2 − 24x = 48.

2460. Вычислить площадь фигуры, ограниченной парабо-
лами y = x2 и y = x3

3 .
2461.

◦
Окружность x2 + y2 = 8 разделена параболой y =

= x2

2 на две части. Найти площади обеих частей.
2462. Найти площади фигур, на которых парабола

y2 = 6x делит окружность x2 + y2 = 16.
2463. Из круга радиуса a вырезан эллипс, бо́льшая ось

которого совпадает с одним из диаметров круга, а меньшая
равна 2b. Доказать, что площадь оставшейся части равна пло-
щади эллипса с полуосями a и a− b.

2464. Найти площадь фигуры, ограниченной дугой гипер-
болы и ее хордой, проведенной из фокуса перпендикулярно к
действительной оси.

2465. Окружность x2 + y2 = a2 разбивается гиперболой
x2 −2y2 = a2

4 на три части. Определить площади этих частей.
2466. Вычислить площади криволинейных фигур, обра-

зованных пересечением эллипса x2

4 + y2 = 1 и гиперболы
x2

2 − y2 = 1.
2467.

◦
Вычислить площадь фигуры, заключенной между

линией y = 1
1+x2 и параболой y = x2

2 .
2468. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией

y = x(x− 1)2 и осью абсцисс.
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числа, расположенной в первом квадранте. Рассмотреть во-
прос о площади всей фигуры в зависимости от характера чет-
ности чисел m и n.

2471.
1) Вычислить площадь криволинейной трапеции, ограни-

ченной осью абсцисс и линией y = x− x2√x.
2) Вычислить площадь фигуры, ограниченной двумя вет-

вями линии (y − x)2 = x5 и прямой x = 4.
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ванием [a, b], ограниченной линией y = lnx.
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2484.
◦
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ми y = ln x
4x и y = x lnx.

2485. Вычислить площадь одного из криволинейных тре-
угольников, ограниченных осью абсцисс и линиями y = sinx
и y = cosx.

2486. Вычислить площадь криволинейного треугольника,
ограниченного осью ординат и линиями y = tg x и y = 2

3 cosx.
2487. Найти площадь фигуры, ограниченной линией y =

= sin3 x + cos3 x и отрезком оси абсцисс, соединяющей две
последовательные точки пересечения линии с осью абсцисс.

2488. Вычислить площадь фигуры, ограниченной осью абс-
цисс и линиями y = arcsinx и y = arccosx.
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2489. Найти площадь фигуры, ограниченной замкнутой
линией (y − arcsinx)2 = x− x2.

2490.
◦
Найти площадь фигуры, ограниченной одной аркой

циклоиды x = a(t− sin t), y = a(1 − cos t) и осью абсцисс.
2491. Вычислить площадь фигуры, ограниченной астрои-

дой x = a cos3 t, y = a sin3 t.
2492. Найти площадь фигуры, ограниченной кардиоидой

x = 2a cos t− a cos 2t, y = 2a sin t− a sin 2t.
2493. Найти площадь фигуры, ограниченной:
1) эпициклоидой

x=(R+r)cost−rcos
R+r
r

t, y=(R+r)sint−rsinR+r
r

t;

2) гипоциклоидой

x=(R−r)cost+rcos
R−r
r

t, y=(R−r)sint−rsinR−r
r

t,

причем R = nr (n — целое число). Здесь R — радиус
неподвижной, а r — радиус подвижной окружностей;
центр неподвижной окружности совпадает с началом
координат, а t означает угол поворота радиуса, прове-
денного из центра неподвижной окружности в точку
касания.

2494. Найти площадь петли линии:
1)

◦
x = 3t2, y = 3t− t3;

2) x = t2 − 1, y = t3 − t.

2495.
1) Вычислить площадь, описываемую полярным радиу-

сом спирали Архимеда ρ = aϕ при одном его обороте,
если началу движения соответствует ϕ = 0.

2) Вычислить площадь фигуры, ограниченной вторым и
третьим витками спирали и отрезком полярной оси.

2496. Найти площадь фигуры, ограниченной линией
ρ = a sin 2ϕ (двулепестковая роза).

2497. Найти площадь фигуры, ограниченной линией
ρ = a cos 5ϕ.

2498.
◦
Найти площадь фигуры, ограниченной улиткой Пас-

каля ρ = 2a(2 + cosϕ).
2499. Найти площадь фигуры, ограниченной линией

ρ = a tgϕ (a > 0) и прямой ϕ = π
4 .
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2500. Найти площадь общей части фигур, ограниченных
линиями ρ = 3 + cos 4ϕ и ρ = 2 − cos 4ϕ.

2501. Найти площадь части фигуры, ограниченной лини-
ей ρ = 2 + cos 2ϕ, лежащей вне линии ρ = 2 + sinϕ.

2502. Найти площадь фигуры, ограниченной линией
ρ2 = a2 cosnϕ (n — целое положительное число).

2503. Показать, что площадь фигуры, ограниченной лю-
быми двумя полярными радиусами гиперболической спирали
ρϕ = a и ее дугой, пропорциональна разности этих радиусов.

2504.
◦
Показать, что площадь фигуры, ограниченной лю-

быми полярными радиусами логарифмической спирали
ρ = aemϕ и ее дугой, пропорциональна разности квадратов
этих радиусов.

∗2505. Найти площадь фигуры, заключенной между внеш-
ней и внутренней частями линии ρ = a sin3 ϕ

3 .
2506. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией

ρ =
√

1 − t2, ϕ = arcsin t+
√

1 − t2.

В задачах 2507–2511 удобно перейти предварительно к по-
лярным координатам.

2507. Найти площадь фигуры, ограниченной лемнискатой
Бернулли (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2).

2508. Найти площадь части фигуры, ограниченной лем-
нискатой Бернулли (см. задачу 2507), лежащей внутри окруж-
ности x2 + y2 = a2

2 .
2509.

◦
Найти площадь фигуры, ограниченной линией

(x2 + y2)2 − a2x2 − b2y2 = 0.
2510. Найти площадь фигуры, ограниченной линией

(x2 + y2)3 = 4a2xy(x2 − y2).
2511. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией

x4 + y4 = x2 + y2.
2512. Вычислить площадь фигуры, заключенной между

линией y = 1
1+x2 и ее асимптотой.

2513. Найти площадь фигуры, заключенной между лини-
ей y = xe−

x2
2 и ее асимптотой.

2514.
◦
Найти площадь фигуры, содержащейся между цис-

соидой y2 = x3

2a−x и ее асимптотой.
2515. Найти площадь фигуры, заключенной между лини-

ей xy2 = 8 − 4x и ее асимптотой.
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2489. Найти площадь фигуры, ограниченной замкнутой
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циклоиды x = a(t− sin t), y = a(1 − cos t) и осью абсцисс.
2491. Вычислить площадь фигуры, ограниченной астрои-

дой x = a cos3 t, y = a sin3 t.
2492. Найти площадь фигуры, ограниченной кардиоидой

x = 2a cos t− a cos 2t, y = 2a sin t− a sin 2t.
2493. Найти площадь фигуры, ограниченной:
1) эпициклоидой

x=(R+r)cost−rcos
R+r
r

t, y=(R+r)sint−rsinR+r
r

t;

2) гипоциклоидой

x=(R−r)cost+rcos
R−r
r

t, y=(R−r)sint−rsinR−r
r

t,

причем R = nr (n — целое число). Здесь R — радиус
неподвижной, а r — радиус подвижной окружностей;
центр неподвижной окружности совпадает с началом
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денного из центра неподвижной окружности в точку
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2494. Найти площадь петли линии:
1)

◦
x = 3t2, y = 3t− t3;

2) x = t2 − 1, y = t3 − t.

2495.
1) Вычислить площадь, описываемую полярным радиу-

сом спирали Архимеда ρ = aϕ при одном его обороте,
если началу движения соответствует ϕ = 0.
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ρ = a sin 2ϕ (двулепестковая роза).
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каля ρ = 2a(2 + cosϕ).
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линиями ρ = 3 + cos 4ϕ и ρ = 2 − cos 4ϕ.
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2502. Найти площадь фигуры, ограниченной линией
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∗2516.
1) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией

y = x2 − e−x
2
и ее асимптотой.

2) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией
y2 = xe−2x.

2517. Найти площадь фигуры, заключенной между трак-
трисой x = a

(
cos t− ln tg t

2

)
, y = a sin t и осью абсцисс.

2518.
◦
Для линии ρ = cos 2ϕ

cosϕ найти площадь петли и пло-
щадь фигуры, заключенной между линией и ее асимптотой.

8.1.2. Длина линии*

Длина дуги y = f(x), a � x � b :

L =

b∫
a

√
1 + f ′2(x) dx.

При параметрическом задании x = ϕ(t), y = ψ(t), a � t � b

L =

b∫
a

√
ϕ′2(t) + ψ′2(t) dt.

Если кривая задана в полярных координатах ρ = f(ϕ),
α � ϕ � β,

L =

b∫
a

√
ρ2 + ρ′2 dϕ.

2519. Вычислить длину дуги цепной линии y = a ch x
2 (от

x1 = 0 до x2 = b).
2520. Найти длину дуги параболы y2 = 2px от вершины

до ее точки M(x, y). (Взять y в качестве независимой пере-
менной.)

2521.
◦
Найти длину дуги линии y = lnx (от x1 =

√
3 до

x2 =
√

8).
2522. Найти длину дуги линии y = ln(1 − x2) (от x1 = 0

до x2 = 1
2 ).

2523. Найти длину дуги линии y = ln ex+1
ex−1 (от x1 = a до

x2 = b).

*В задачах на вычисление длин дуг там, где это необходимо, в скобках
указывается интервал изменения независимой переменной, соответствующей
спрямляемой дуге.
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2524. Вычислить длину дуги полукубической параболы
y2 = 2

3 (x− 1)3, заключенной внутри параболы y2 = x
3 .

2525. Вычислить длину дуги полукубической параболы
5y3 = x2, заключенной внутри окружности x2 + y2 = 6.

2526.
◦
Вычислить длину петли линии 9ay2 = x(x− 3a)2.

2527. Найти периметр одного из криволинейных треуголь-
ников, ограниченных осью абсцисс и линиями y = ln cosx и
y = ln sinx.

2528.
◦
Найти длину дуги линии y = x2

4 − ln x
2 , заключен-

ной между ее наинизшей точкой и вершиной (точка линии с
экстремальной кривизной).

2529. Найти длину линии y =
√
x− x2 + arcsin

√
x,

2530. Найти длину линии (y − arcsinx)2 = 1 − x2.
2531. На циклоиде x = a(t − sin t), y = a(1 − cos t) най-

ти точку, которая делит первую арку циклоиды по длине в
отношении 1 : 3.

2532.
◦
Дана астроида x = R cos3 t, y = R sin3 t и точки

на ней A(R, 0), B(0, R). Найти на дуге


AB такую точку M ,

чтобы длина дуги


AM составляла четверть длины дуги


AB.
∗2533. Найти длину линии

(
x
a

) 2
3 +
(
y
b

) 2
3 = 1.

2534. Найти длину линии x = a cos5 t, y = a sin5 t.
2535. Найти длину дуги трактрисы x = a

(
cos t+ ln tg t

2

)
,

y = a sin t от ее точки (0, a) до ее точки (x, y).
2536. Найти длину дуги эвольвенты окружности

x = R(cos t+ t sin t), y = R(sin t− t cos t)

(от t1 = 0 до t2 = π).
2537.

◦
Вычислить длину дуги линии

x = (t2 − 2) sin t+ 2t cos t, y = (2 − t2) cos t+ 2t sin t

(от t1 = 0 до t2 = π).
2538. Найти длину петли линии x = t2, y = t− t3

3 .
2539. По окружности радиуса a, вне и внутри ее с одина-

ковой угловой скоростью катятся (без скольжения) две окруж-
ности с радиусами, равными b. В момент t = 0 они касаются
своими точками M1 и M2 точки M неподвижной окружно-
сти. Показать, что отношение путей, проходимых точками M1

и M2 за произвольный промежуток времени t, постоянно и
равно a+b

a−b (см. задачу 2493).
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∗2516.
1) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией

y = x2 − e−x
2
и ее асимптотой.

2) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией
y2 = xe−2x.

2517. Найти площадь фигуры, заключенной между трак-
трисой x = a

(
cos t− ln tg t

2

)
, y = a sin t и осью абсцисс.

2518.
◦
Для линии ρ = cos 2ϕ

cosϕ найти площадь петли и пло-
щадь фигуры, заключенной между линией и ее асимптотой.

8.1.2. Длина линии*

Длина дуги y = f(x), a � x � b :

L =

b∫
a

√
1 + f ′2(x) dx.

При параметрическом задании x = ϕ(t), y = ψ(t), a � t � b

L =

b∫
a

√
ϕ′2(t) + ψ′2(t) dt.

Если кривая задана в полярных координатах ρ = f(ϕ),
α � ϕ � β,

L =

b∫
a

√
ρ2 + ρ′2 dϕ.

2519. Вычислить длину дуги цепной линии y = a ch x
2 (от

x1 = 0 до x2 = b).
2520. Найти длину дуги параболы y2 = 2px от вершины

до ее точки M(x, y). (Взять y в качестве независимой пере-
менной.)

2521.
◦
Найти длину дуги линии y = lnx (от x1 =

√
3 до

x2 =
√

8).
2522. Найти длину дуги линии y = ln(1 − x2) (от x1 = 0

до x2 = 1
2 ).

2523. Найти длину дуги линии y = ln ex+1
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x2 = b).
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2540. Доказать, что длина дуги линии

x = f ′′(t) cos t+ f ′(t) sin t, y = −f ′′(t) sin t+ f ′(t) cos t,

соответствующей интервалу (t1, t2), равна [f(t) + f ′′(t)]
∣∣∣t2
t1
.

2541. Применить результат предыдущей задачи к вычис-
лению длины дуги линии x = et(cos t+sin t), y = et(cos t−sin t)
(от t1 = 0 до t2 = t).

2542. Доказать, что дуги линий
x = f(t) − ϕ′(t), y = ϕ(t) + f ′(t) и

x = f ′(t) sin t− ϕ′(t) cos t, y = f ′(t) cos t+ ϕ′(t) sin t,
соответствующие одному и тому же интервалу изменения па-
раметра t, имеют равные длины.

2543. Найти длину дуги архимедовой спирали ρ = aϕ от
начала до конца первого завитка.

2544. Доказать, что дуга параболы y = 1
2px

2, соответ-
ствующая интервалу 0 � x � a, имеет ту же длину, что и
дуга спирали ρ = pϕ, соответствующая интервалу 0 � ρ � a.

2545. Вычислить длину дуги гиперболической спирали
ρϕ = 1 (от ϕ1 = 3

4 до ϕ2 = 4
3 ).

2546.
◦
Найти длину кардиоиды ρ = a(1 + cosϕ)

2547. Найти длину линии ρ = a sin3 ϕ
3 (см. задачу 2505).

2548. Доказать, что длина линии ρ = a sinm ϕ
m (m — це-

лое число) соизмерима с a при m четном и соизмерима с дли-
ной окружности радиуса a при m нечетном.

2549. При каких значениях показателя k (k �= 0) длина
дуги линии y = axk выражается в элементарных функциях?
(Основываясь на теореме Чебышева об условиях интегрируе-
мости дифференциального бинома в конечном виде.)

2550. Найти длину линии, заданной уравнением

y =

x∫
−π/2

√
cosxdx.

2551.
◦
Вычислить длину дуги линии

x =

t∫
1

cos z
z

dz, y =

t∫
1

sin z
z

dz

от начала координат до ближайшей точки с вертикальной ка-
сательной.

Применения интеграла 183

2552. Доказать, что длина дуги синусоиды y = sinx, со-
ответствующей периоду синуса, равна длине эллипса, полуоси
которого равны

√
2 и 1.

2553. Показать, что длина дуги «укороченной» или «удли-
ненной» циклоиды x = mt − n sin t, y = m − n cos t (m и n —
положительные числа) в интервале от t1 = 0 до t2 = 2π равна
длине эллипса с полуосями a = m+ n, b = |m− n|.

∗2554. Доказать, что длина эллипса с полуосями a и b
удовлетворяет неравенствам π(a + b) < L < π

√
2 · √a2 + b2

(задача И. Бернулли).

8.1.3. Объем тела

Объем тела, полученного вращением кривой y=f(x), a�x�b
a) вокруг оси Ox :

V = π

b∫
a

f2(x) dx;

б) вокруг оси Oy :

V = 2π

b∫
a

xf(x) dx.

Если площадь сечения тела, перпендикулярного оси Oz и от-
стоящего от начала координат на расстояние z, равно S(z),
a � z � b, его объем

V =

b∫
a

S(z) dz.

2555. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностью,
образованной вращением параболы y2 = 4x вокруг своей оси
(параболоид вращения), и плоскостью, перпендикулярной к
его оси и отстоящей от вершины параболы на расстояние,
равное единице.

2556. Эллипс, большая ось которого равна 2a, малая —
2b, вращается:
1)

◦
вокруг большой оси;

2) вокруг малой оси.

Найти объем получающихся эллипсоидов вращения. В част-
ном случае получить объем шара.
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2557. Симметричный параболический сегмент, основание
которого a, высота h, вращается вокруг основания. Вычислить
объем тела вращения, которое при этом получается («лимон»
Кавальери).

2558. Фигура, ограниченная гиперболой x2 − y2 = a2 и
прямой x = a + h (h > 0), вращается вокруг оси абсцисс.
Найти объем тела вращения.

2559. Криволинейная трапеция, ограниченная линией y =
= xex и прямыми x = 1 и y = 0, вращается вокруг оси абс-
цисс. Найти объем тела, которое при этом получается.

2560.
◦
Цепная линия y = chx вращается вокруг оси абс-

цисс. При этом получается поверхность, называемая
к а т е н о и д о м. Найти объем тела, ограниченного кате-
ноидом и двумя плоскостями, отстоящими от начала на a и b
единиц и перпендикулярными к оси абсцисс.

2561. Фигура, ограниченная дугами парабол y = x2 и
y2 = x, вращается вокруг оси абсцисс. Вычислить объем тела,
которое при этом получается.

2562. Найти объем тела, полученного вращением вокруг
оси абсцисс трапеции, лежащей над осью Ox и ограниченной
линией (x− 4)y2 = x(x − 3).

2563. Найти объем тела, полученного от вращения кри-
волинейной трапеции, ограниченной линией y = arcsinx, с
основанием [0, 1] вокруг оси Ox.

2564. Вычислить объем тела, полученного от вращения
фигуры, ограниченной параболой y = 2x− x2 и осью абсцисс,
вокруг оси ординат.

2565.
◦
Вычислить объем тела, которое получится от вра-

щения вокруг оси ординат криволинейной трапеции, ограни-
ченной дугой синусоиды y = sinx, соответствующей полупе-
риоду.

2566. Лемниската (x2 = y2)2 = a2(x2 − y2) вращается
вокруг оси абсцисс. Найти объем тела, ограниченного поверх-
ностью, которая при этом получается.

2567. Вычислить объем тела, образованного вращением
вокруг оси абсцисс фигуры, ограниченной линией:
1) x4 + y4 = a2x2;
2) x4 + y4 = x3.
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2568. Одна арка циклоиды x = a(t− sin t), y = a(1−cos t)
вращается вокруг своего основания. Вычислить объем тела,
ограниченного полученной поверхностью.

2569. Фигура, ограниченная аркой циклоиды (см. преды-
дущую задачу) и ее основанием, вращается вокруг прямой,
перпендикулярной к середине основания (ось симметрии). Най-
ти объем получающегося при этом тела.

2570.
◦
Найти объем тела, полученного при вращении аст-

роиды x
2
3 + y

2
3 = a

2
3 вокруг своей оси симметрии.

2571. Фигура, ограниченная дугой линии x = c2

a cos3 t,
y = c2

b sin3 t (эволюта эллипса), лежащей в первом квадранте,
и координатными осями, вращается вокруг оси абсцисс. Найти
объем получающегося при этом тела.

2572. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностью
бесконечного веретена, образованного вращением линии y =
= 1

1+x2 вокруг ее асимптоты.
2573. Линия y2 = 2exe−2x вращается вокруг своей асимп-

тоты. Найти объем тела, ограниченного поверхностью, кото-
рая получается в результате этого вращения.

∗2574.
1)

◦
Фигура, ограниченная линией y = e−x

2
и ее асимпто-

той, вращается вокруг оси ординат. Вычислить объем
тела, которое при этом получается.

2)
◦
Та же фигура вращается вокруг оси абсцисс. Найти
объем получающегося тела.

∗2575. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностью,
получающейся при вращении линии y = x2e−x

2
вокруг своей

асимптоты.
∗2576. Фигура, ограниченная линией y = sinx

x и осью абс-
цисс, вращается вокруг оси абсцисс. Вычислить объем полу-
чающегося тела.

∗2577. Найти объем тела, ограниченного поверхностью,
производимой вращением циссоиды y2 = x3

2a−x (a > 0) вокруг
ее асимптоты.

2578. Найти объем тела, ограниченного поверхностью, по-
лучающейся при вращении трактрисы x = a

(
cos t+ ln tg t

2

)
,

y = a sin t вокруг ее асимптоты.
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2557. Симметричный параболический сегмент, основание
которого a, высота h, вращается вокруг основания. Вычислить
объем тела вращения, которое при этом получается («лимон»
Кавальери).

2558. Фигура, ограниченная гиперболой x2 − y2 = a2 и
прямой x = a + h (h > 0), вращается вокруг оси абсцисс.
Найти объем тела вращения.

2559. Криволинейная трапеция, ограниченная линией y =
= xex и прямыми x = 1 и y = 0, вращается вокруг оси абс-
цисс. Найти объем тела, которое при этом получается.

2560.
◦
Цепная линия y = chx вращается вокруг оси абс-

цисс. При этом получается поверхность, называемая
к а т е н о и д о м. Найти объем тела, ограниченного кате-
ноидом и двумя плоскостями, отстоящими от начала на a и b
единиц и перпендикулярными к оси абсцисс.

2561. Фигура, ограниченная дугами парабол y = x2 и
y2 = x, вращается вокруг оси абсцисс. Вычислить объем тела,
которое при этом получается.

2562. Найти объем тела, полученного вращением вокруг
оси абсцисс трапеции, лежащей над осью Ox и ограниченной
линией (x− 4)y2 = x(x − 3).

2563. Найти объем тела, полученного от вращения кри-
волинейной трапеции, ограниченной линией y = arcsinx, с
основанием [0, 1] вокруг оси Ox.

2564. Вычислить объем тела, полученного от вращения
фигуры, ограниченной параболой y = 2x− x2 и осью абсцисс,
вокруг оси ординат.

2565.
◦
Вычислить объем тела, которое получится от вра-

щения вокруг оси ординат криволинейной трапеции, ограни-
ченной дугой синусоиды y = sinx, соответствующей полупе-
риоду.

2566. Лемниската (x2 = y2)2 = a2(x2 − y2) вращается
вокруг оси абсцисс. Найти объем тела, ограниченного поверх-
ностью, которая при этом получается.

2567. Вычислить объем тела, образованного вращением
вокруг оси абсцисс фигуры, ограниченной линией:
1) x4 + y4 = a2x2;
2) x4 + y4 = x3.
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2568. Одна арка циклоиды x = a(t− sin t), y = a(1−cos t)
вращается вокруг своего основания. Вычислить объем тела,
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2570.
◦
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роиды x
2
3 + y

2
3 = a

2
3 вокруг своей оси симметрии.
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b sin3 t (эволюта эллипса), лежащей в первом квадранте,
и координатными осями, вращается вокруг оси абсцисс. Найти
объем получающегося при этом тела.

2572. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностью
бесконечного веретена, образованного вращением линии y =
= 1

1+x2 вокруг ее асимптоты.
2573. Линия y2 = 2exe−2x вращается вокруг своей асимп-

тоты. Найти объем тела, ограниченного поверхностью, кото-
рая получается в результате этого вращения.

∗2574.
1)

◦
Фигура, ограниченная линией y = e−x

2
и ее асимпто-

той, вращается вокруг оси ординат. Вычислить объем
тела, которое при этом получается.

2)
◦
Та же фигура вращается вокруг оси абсцисс. Найти
объем получающегося тела.

∗2575. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностью,
получающейся при вращении линии y = x2e−x

2
вокруг своей

асимптоты.
∗2576. Фигура, ограниченная линией y = sinx

x и осью абс-
цисс, вращается вокруг оси абсцисс. Вычислить объем полу-
чающегося тела.

∗2577. Найти объем тела, ограниченного поверхностью,
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2

)
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∗2579.
◦
Вычислить объем тела, ограниченного эллипсоидом

x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 = 1.
2580.
1) Вычислить объем тела, ограниченного эллиптическим

параболоидом z = x2

4 + y2

2 и плоскостью z = 1.
2) Найти объем тела, ограниченного однополостным ги-

перболоидом x2

4 + y2

9 − z2 = 1 и плоскостями z = −1
и z = 2.

2581. Вычислить объемы тел, ограниченных параболои-
дом z = x2 + 2y2 и эллипсоидом x2 + 2y2 + z2 = 6.

2582. Найти объемы тел, образованных пересечением дву-
полостного гиперболоида x2

3 − y2

4 − z2

9 = 1 и эллипсоида
x2

6 + y2

4 + z2

9 = 1.
2583. Найти объем тела, ограниченного конической по-

верхностью (z − 2)2 = x2

3 + y2

2 и плоскостью z = 0.
2584. Вычислить объем тела, ограниченного параболои-

дом 2z = x2

4 + y2

9 и конусом x2

4 + y2

9 = z2.
∗2585.

◦
Найти объем тела, отсеченного от круглого цилин-

дра плоскостью, проходящей через диаметр основания («ци-
линдрический отрезок», рис. 8.1). В частности, положить
R = 10 см и H = 6 см.

2586. Параболический цилиндр пересечен двумя плоско-
стями, из которых одна перпендикулярна к образующей. В ре-
зультате получается тело, изображенное на рис. 8.2. Общее
основание параболических сегментов a = 10 см, высота па-
раболического сегмента, лежащего в основании, H = 8 см,
высота тела h = 6 см. Вычислить объем тела.

2587. Цилиндр, основанием которого служит эллипс, пе-
ресечен наклонной плоскостью, проходящей через малую ось
эллипса. Вычислить объем тела, которое при этом получается.
Линейные размеры указаны на рис. 8.3

∗2588. На всех хордах круга радиуса R, параллельных од-
ному направлению, построены симметричные параболические
сегменты постоянной высоты H . Плоскости сегментов перпен-
дикулярны к плоскости окружности. Найти объем полученно-
го таким образом тела.
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∗2589. Прямой круглый конус радиуса R, высотой H рас-
сечен на две части плоскостью, проходящей через центр ос-
нования параллельно образующей (рис. 8.4). Найти объемы
обеих частей конуса. (Сечение конуса плоскостями, парал-
лельными образующей, суть параболические сегменты.)

2590.
◦
Центр квадрата переменного размера перемещает-

ся вдоль диаметра круга радиуса a, причем плоскость, в ко-
торой лежит квадрат, остается перпендикулярной к плоскости
круга, а две противоположные вершины квадрата перемеща-
ются по окружности. Найти объем тела, образованного этим
движущимся квадратом.

2591. Круг переменного радиуса перемещается таким об-
разом, что одна из точек его окружности остается на оси абс-
цисс, центр движется по окружности x2+y2 = r2, а плоскость
этого круга перпендикулярна к оси абсцисс. Найти объем те-
ла, которое при этом получается.
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◦
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Найти объем тела, отсеченного от круглого цилин-

дра плоскостью, проходящей через диаметр основания («ци-
линдрический отрезок», рис. 8.1). В частности, положить
R = 10 см и H = 6 см.

2586. Параболический цилиндр пересечен двумя плоско-
стями, из которых одна перпендикулярна к образующей. В ре-
зультате получается тело, изображенное на рис. 8.2. Общее
основание параболических сегментов a = 10 см, высота па-
раболического сегмента, лежащего в основании, H = 8 см,
высота тела h = 6 см. Вычислить объем тела.

2587. Цилиндр, основанием которого служит эллипс, пе-
ресечен наклонной плоскостью, проходящей через малую ось
эллипса. Вычислить объем тела, которое при этом получается.
Линейные размеры указаны на рис. 8.3

∗2588. На всех хордах круга радиуса R, параллельных од-
ному направлению, построены симметричные параболические
сегменты постоянной высоты H . Плоскости сегментов перпен-
дикулярны к плоскости окружности. Найти объем полученно-
го таким образом тела.
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∗2589. Прямой круглый конус радиуса R, высотой H рас-
сечен на две части плоскостью, проходящей через центр ос-
нования параллельно образующей (рис. 8.4). Найти объемы
обеих частей конуса. (Сечение конуса плоскостями, парал-
лельными образующей, суть параболические сегменты.)

2590.
◦
Центр квадрата переменного размера перемещает-

ся вдоль диаметра круга радиуса a, причем плоскость, в ко-
торой лежит квадрат, остается перпендикулярной к плоскости
круга, а две противоположные вершины квадрата перемеща-
ются по окружности. Найти объем тела, образованного этим
движущимся квадратом.

2591. Круг переменного радиуса перемещается таким об-
разом, что одна из точек его окружности остается на оси абс-
цисс, центр движется по окружности x2+y2 = r2, а плоскость
этого круга перпендикулярна к оси абсцисс. Найти объем те-
ла, которое при этом получается.
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2592. Оси двух равных цилиндров пересекаются под пря-
мым углом. Найти объем тела, составляющего общую часть
цилиндра (на рис. 8.5 изображена 1/8 тела). (Рассмотреть се-
чения, образованные плоскостями, параллельными осям обоих
цилиндров.)
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2593. Два наклонных цилиндра имеют одну и ту же вы-
соту H и общее верхнее основание радиуса R, а нижние осно-
вания их соприкасаются (рис. 8.6). Найти объем общей части
цилиндров.

8.1.4. Площадь поверхности вращения

Площадь поверхности, полученной вращением кривой
y = f(x), a � x � b вокруг оси Ox :

S = 2π

b∫
a

y

√
1 + y′2 dx.

2594. Найти площадь поверхности, образованной враще-
нием параболы y2 = 4ax вокруг оси абсцисс от вершины до
точки с абсциссой x = 3a.

2595.
◦
Вычислить площадь поверхности, образованной вра-

щением кубической параболы 3y − x3 = 0 вокруг оси абсцисс
(от x1 = 0 до x2 = a).

2596. Вычислить площадь катеноида — поверхности, об-
разованной вращением цепной линии y = a ch x

a вокруг оси
абсцисс (от x1 = 0 до x2 = a).
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2597. При вращении эллипса x2

a2 + y2

b2 = 1 вокруг большой
оси получается поверхность, называемая удлиненным эллип-
соидом вращения, при вращении вокруг малой — поверхность,
называемая укороченным эллипсоидом вращения. Найти пло-
щадь поверхности удлиненного и укороченного эллипсоидов
вращения.

2598. Вычислить площадь веретенообразной поверхности,
образованной вращением одной арки синусоиды y = sinx во-
круг оси абсцисс.

2599. Дуга тангенсоиды y = tg x от ее точки (0, 0) до ее
точки

(
π
4 , 1
)
вращается вокруг оси абсцисс. Вычислить пло-

щадь поверхности, которая при этом получается.
2600. Найти площадь поверхности, образованной враще-

нием петли линии 9ay2 = x(3a− x)2 вокруг оси абсцисс.
2601.

◦
Дуга окружности x2 + y2 = a2, лежащая в первом

квадранте, вращается вокруг стягивающей ее хорды. Вычис-
лить площадь получающейся при этом поверхности.

2602. Найти площадь поверхности, образованной враще-
нием вокруг оси абсцисс дуги линии x = et sin t, y = et cos t
от t1 = 0 до t2 = π

2 .
2603. Найти площадь поверхности, образованной враще-

нием астроиды x = a cos3 t, y = a sin3 t вокруг оси абсцисс.
2604. Арка циклоиды вращается вокруг своей оси сим-

метрии. Найти площадь получающейся при этом поверхности.
(См. задачу 2568).

2605.
◦
Найти площадь поверхности, образованной враще-

нием кардиоиды ρ = a(1 + cosϕ) вокруг полярной оси.
2606. Окружность ρ = 2r sinϕ вращается вокруг по-

лярной оси. Найти площадь поверхности, которая при этом
получается.

2607. Лемниската ρ2 = a2 cos 2ϕ вращается вокруг по-
лярной оси. Найти площадь поверхности, которая при этом
получается.

2608. Бесконечная дуга линии y = e−x, соответствующая
положительным значениям x, вращается вокруг оси абсцисс.
Вычислитьплощадьповерхности, котораяприэтомполучается.

2609. Трактриса x = a
(
cos t+ ln tg t

2

)
, y = a sin t враща-

ется вокруг оси абсцисс. Найти площадь получающейся бес-
конечной поверхности.
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2592. Оси двух равных цилиндров пересекаются под пря-
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2593. Два наклонных цилиндра имеют одну и ту же вы-
соту H и общее верхнее основание радиуса R, а нижние осно-
вания их соприкасаются (рис. 8.6). Найти объем общей части
цилиндров.
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щением кубической параболы 3y − x3 = 0 вокруг оси абсцисс
(от x1 = 0 до x2 = a).

2596. Вычислить площадь катеноида — поверхности, об-
разованной вращением цепной линии y = a ch x

a вокруг оси
абсцисс (от x1 = 0 до x2 = a).
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2597. При вращении эллипса x2

a2 + y2

b2 = 1 вокруг большой
оси получается поверхность, называемая удлиненным эллип-
соидом вращения, при вращении вокруг малой — поверхность,
называемая укороченным эллипсоидом вращения. Найти пло-
щадь поверхности удлиненного и укороченного эллипсоидов
вращения.

2598. Вычислить площадь веретенообразной поверхности,
образованной вращением одной арки синусоиды y = sinx во-
круг оси абсцисс.

2599. Дуга тангенсоиды y = tg x от ее точки (0, 0) до ее
точки

(
π
4 , 1
)
вращается вокруг оси абсцисс. Вычислить пло-

щадь поверхности, которая при этом получается.
2600. Найти площадь поверхности, образованной враще-

нием петли линии 9ay2 = x(3a− x)2 вокруг оси абсцисс.
2601.

◦
Дуга окружности x2 + y2 = a2, лежащая в первом

квадранте, вращается вокруг стягивающей ее хорды. Вычис-
лить площадь получающейся при этом поверхности.

2602. Найти площадь поверхности, образованной враще-
нием вокруг оси абсцисс дуги линии x = et sin t, y = et cos t
от t1 = 0 до t2 = π

2 .
2603. Найти площадь поверхности, образованной враще-

нием астроиды x = a cos3 t, y = a sin3 t вокруг оси абсцисс.
2604. Арка циклоиды вращается вокруг своей оси сим-

метрии. Найти площадь получающейся при этом поверхности.
(См. задачу 2568).

2605.
◦
Найти площадь поверхности, образованной враще-

нием кардиоиды ρ = a(1 + cosϕ) вокруг полярной оси.
2606. Окружность ρ = 2r sinϕ вращается вокруг по-

лярной оси. Найти площадь поверхности, которая при этом
получается.

2607. Лемниската ρ2 = a2 cos 2ϕ вращается вокруг по-
лярной оси. Найти площадь поверхности, которая при этом
получается.

2608. Бесконечная дуга линии y = e−x, соответствующая
положительным значениям x, вращается вокруг оси абсцисс.
Вычислитьплощадьповерхности, котораяприэтомполучается.

2609. Трактриса x = a
(
cos t+ ln tg t

2

)
, y = a sin t враща-

ется вокруг оси абсцисс. Найти площадь получающейся бес-
конечной поверхности.
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8.1.5. Моменты и центр масс*

Статическим моментом относительно оси l точки массы
m, отстоящей от оси на расстояние d называется величина
Ml = md. Для кривой, заданной явно или параметрически,
статические моменты относительно координатных осей равны:

MX =

b∫
a

y ds, MY =

b∫
a

xds, ds =
√
dx2 + dy2.

(Плотность здесь и в дальнейшем считаем равной единице.)
Для криволинейной трапеции, ограниченной прямыми x = a,
x = b, кривой y = y(x), y � 0 и осью Ox

MX =
1
2

b∫
a

y2 dx, MY =

b∫
a

xy dx.

Координаты центра масс плоской фигуры (ξ, η) вычисляются
по формулам

ξ =
MY

M
, η =

MX

M
,

где M — масса фигуры (в случае единичной плотности —
длина или площадь). Моментом инерции относительно оси l
точки массы m, отстоящей от оси на расстояние d, называется
величина Il = md2. Кривую или область разбиваем на малые
элементы и высчитываем соответствующий интеграл. Так, для
кривой, заданной явно или параметрически, моменты инерции
относительно координатных осей равны:

IX =

b∫
a

y2 ds, IY =

b∫
a

x2 ds, ds =
√
dx2 + dy2.

Для криволинейной трапеции, ограниченной прямыми x = a,
x = b, кривой y = y(x), y � 0 и осью Ox

IX =
1
3

b∫
a

y3 dx, IY =

b∫
a

x2y dx.

2610. Вычислить статический момент прямоугольника с
основанием a и высотой h относительно его основания.

*Во всех задачах этого раздела (2610–2662) плотность принимается равной
единице.
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2611.
◦
Вычислить статический момент прямоугольного рав-

нобедренного треугольника, катеты которого равны a, относи-
тельно каждой из его сторон.

2612. Доказать, что имеет место следующая формула:
b∫
a

(ax+ b)f(x) dx = (aξ + b)

b∫
a

f(x) dx,

где ξ — абсцисса центра масс криволинейной трапеции с ос-
нованием [a, b], ограниченной линией y = f(x).

2613. Найти центр масс симметричного параболического
сегмента с основанием, равным a, и высотой h.
2614.Прямоугольник со сторо- y

a x

S2

S1
b

0

Рис. 8.7

нами a и b разбивается на две ча-
сти дугой параболы, вершина ко-
торой совпадает с одной из вер-
шин прямоугольника и которая
проходит через его противополож-
ную вершину (рис. 8.7). Найти
центр масс обеих частей S1 и S2

прямоугольника.
2615.

◦
Найти координаты центра масс полуокружности

y =
√
r2 − x2.

2616. Найти координаты центра масс полукруга, ограни-
ченного осью абсцисс и полуокружностью y =

√
r2 − x2.

2617. Найти центр масс дуги окружности радиуса R, стя-
гивающей центральный угол α.

2618. Найти координаты центра масс фигуры, ограничен-
ной осями координат и параболой

√
x+

√
y =

√
a.

2619. Найти координаты центра масс фигуры, ограничен-
ной координатными осями и дугой эллипса x2

a2 + y2

b2 = 1, ле-
жащей в первом квадранте.

2620.
◦
Найти статический момент дуги эллипса x2

a2 + y2

b2 =
=1, лежащей в первом квадранте, относительно оси абсцисс.

2621. Найти координаты центра масс фигуры, ограничен-
ной дугой синусоиды y = sinx и отрезком оси абсцисс (от
x1 = 0 до x2 = π).
В задачах 2622–2624 найти статический момент фигуры,

ограниченной данными линиями, относительно оси абсцисс.
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