
 1

Лекция 
Элементы теории функций комплексной переменной 

 
На лекции рассматриваются вопросы: 
1. Алгебраическая форма комплексного числа. 
2. Действия над комплексными числами в алгебраической форме. 
3. Тригонометрическая и показательная формы комплексного числа. 
4. Умножение и деление комплексных чисел в тригонометрической и 

показательной формах. 
5. Возведение в степень n )( Nn  и извлечение корня степени n из 

комплексного числа. 
6. Понятие функции комплексного переменного и ее 

дифференцируемость. 
 

Комплексные числа – расширение множества действительных чисел, 
широко применяющееся в естественных и прикладных дисциплинах. 
Использование комплексных чисел позволяет наиболее естественным 
образом описать многие процессы, в частности, колебательные. Изучение 
функций комплексного переменного привело к углублению и расширению 
знаний о функциях действительных переменных и породило множество 
мощных вычислительных методов. 
 

1. Алгебраическая форма комплексного числа (к.ч.). 
Комплексным числом (к. ч.) называется выражение вида iyxz  , где i 

― мнимая единица, x и y — действительные числа. 
12 i . 

Число x  называется действительной частью к. ч. и обозначается 
zx Re  

(от франц. reele — действительный). 
Число y  называется мнимой частью к. ч. и обозначается  

zy Im . 
(от франц. imaginaire — мнимый). 

iyxz   — алгебраическая форма к. ч.  
При 0y  имеем частный случай xz   — действительное число. 
При 0x , 0y  имеем iyz   — чисто мнимое число. 
Множество всех комплексных чисел обозначается С. 
Числа iyxz   и iyxz   называются комплексно-сопряженными. 
Два к. ч. 111 iyxz   и 222 iyxz   называются равными, если равны их 

действительные и мнимые части, т. е. 21 zz  , если 21 xx  , 21 yy  . 
В частности 0z , если 0 yx . 
К. ч. iyxz   изображается точкой ),( yxМ  плоскости Oxy или радиус-

вектором OM  точки М. 
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Плоскость Oxy называется комплексной плоскостью, Ox  ― 
действительной осью, Oy  ― мнимой осью. 

 
2. Действия над к.ч. в алгебраической форме. 
Пусть 111 iyxz  , 222 iyxz  . 
Арифметические операции на множестве комплексных чисел 

определяются следующим образом: 
1)    212121 yyixxzz  , 
2)    212121 yyixxzz  , 

3) 21zz  ― по правилу умножения многочленов, учитывая 12 i , т. е. 
   1221212121 yxyxiyyxxzz  . 

4) 
22

21

2

1

zz

zz

z

z
 , 2

2

2

222 yxzz  . 

 
Пример 1: 

Даны к. ч. iz 5121  , iz 432  . Найти 21 zz  , 21 zz  , 21zz , 
2

1

z

z
. 

Решение. 
    iiizz  154351221 ; 
    iiizz 994351221  ; 

   iiiiiizz 33562048153643512 2

21  ; 

  
   .

25

63

25

16

25

6316

169

20481536

4343

43512

43

512
2

2

2

1 i
i

i

iii

ii

ii

i

i

z

z
















  

 
3. Тригонометрическая и показательная формы к. ч. 
Изобразим к. ч. iyxz   радиус-вектором OM  точки ),( yxМ  

комплексной плоскости Oxy (см. рис. 1).  
Длина вектора OM  называется модулем к. ч. z и обозначается r  или z . 

22 yxOMzr  . 

Угол  , образованный радиус-вектором OM  с осью Ox, называется 
аргументом к. ч. z  и обозначается Argz. 

),( OMOxArgz  . 
Из значений Argz  выделяется главное значение аргумента zarg , 

удовлетворяющее условию   . 
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
















III
x

y
arctg

II
x

y
arctg

IVI
x

y
arctg

z

,

,

,,

arg



  

Для 0z  аргумент не определен. 
Очевидно, что: 

cosrx  , sinry  . 
Следовательно, к. ч. iyxz   можно представить в виде  

  sincos irz  . 
Такая форма записи к. ч. называется тригонометрической формой к. ч. 

 
Пример 2: Найти модуль комплексного числа z, если 10Im z , 

6

5
arcsinarg z . 

Решение. 

По условию 
6

5
arcsinarg  z , 10Im  zy . Тогда 

6

5
sin  . 

Так как 
r

y
sin , то 

r

10

6

5
 . Откуда 12r . 

 
Пример 3: Записать число iz  1  в тригонометрической форме. 
Решение. 
Найдем модуль комплексного числа z: 

  211 22 r . 
Так как точка  1;1M , изображающая к. ч. z, принадлежит II четверти, то 

аргумент (его главное значение) найдем по формуле 

 
x

y
arctgzarg . 

Получим 

4

3

4
1

1

1  


 arctgarctg . 

Тогда тригонометрическая форма к. ч. iz  1  имеет вид 







 

4

3
sin

4

3
cos2


iz . 

 
Связь между тригонометрическими и показательными функциями 

выражается формулами Эйлера: 
 sincos iei  . 

Отсюда следует показательная форма комплексного числа 
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irez  . 
 

Пример 4: Записать число iz  1  в показательной форме. 
Решение. 
Выше для комплексного числа iz  1  было получены модуль 2r  

и аргумент 
4

3  . Тогда его можно записать в показательной форме: 

.21 4

3
i

eiz   
 

4. Умножение и деление в тригонометрической и показательной 
формах 

Пусть   1
11111 sincos  ierirz  ,   2

22222 sincos  ierirz  . 
Арифметические операции умножения и деления к. ч. в 

тригонометрической форме определяются следующим образом: 
  )(

2121212121
21)sin()cos(   ierrirrzz ; 

  )(

2

1
2121

2

1

2

1 21)sin()cos(   ie
r

r
i

r

r

z

z
. 

 

Пример 5: Даны к. ч. 





 

4

3
sin

4

3
cos21


iz  и 






 

6
sin

6
cos22


iz . 

Найти 21zz , 
2

1

z

z
. 

Решение. 

.
12

11
sin

12

11
cos22

64

3
sin

64

3
cos22

6
sin

6
cos2

4

3
sin

4

3
cos221







 















 






 







 






 







i

i

iizz

 

.
12

7
sin

12

7
cos

2

2

64

3
sin

64

3
cos

2

2

6
sin

6
cos2

4

3
sin

4

3
cos2

2

1







 















 






 








 







 











i

i

i

i

z

z
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5. Возведение в степень n )( Nn  и извлечение корня степени n из к.ч. 
Пусть   sincos irz  .  
Так как при умножении к. ч. их модули перемножаются, а аргументы 

складываются, то легко получить формулу возведения к. ч. в натуральную 
степень n, известную как формула Муавра: 

  ninrz nn sincos  . 

Если irez  , то innn erz  . 
 

Пример 6: Найти  201 i . 
Решение.  
Выше была получена тригонометрическая форма к. ч. iz  1 : 







 

4

3
sin

4

3
cos21


ii . 

По формуле Муавра находим 

 

 
    .102401102415sin15cos1024

4

3
20sin

4

3
20cos2

4

3
sin

4

3
cos21

20

20
20









 















 

ii

i

ii







 

 
Корень n-ой степени из комплексного числа   sincos irz  , не 

равного нулю, имеет n различных значений, которые находятся по формуле: 
 

,
2

sin
2

cos

sincos







 








n

k
i

n

k
r

irz

n

nn




  

где .1 ...,  2,  1,  ,0  nk  
 

Пример 7: Найти i . 
Решение. 
Запишем комплексное число iz   в тригонометрической форме: 

2
sin

2
cos


ii  . 

Тогда 
2

2
2sin

2

2
2cos

k
i

k
i







 , где 1,0k . 

Получаем два значения корня: 

iiz
2

2

2

2

4
sin

4
cos1 


, 
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iiz
2

2

2

2

4

5
sin

4

5
cos2 


. 

 
Пример 8: Найти 3 1 i . 
Решение. 
Выше была получена тригонометрическая форма к. ч. iz  1 : 







 

4

3
sin

4

3
cos21


ii . 

Тогда  

 















 





3

2
4

3

sin
3

2
4

3

cos21 33
k

i
k

i


, где 2 ,1 ,0k . 

Получаем три значения корня: 







 

4
sin

4
cos26

1


iz , 







 

12

11
sin

12

11
cos26

2


iz , 







 

12

19
sin

12

19
cos26

3


iz . 

 
6. Понятие функции комплексного переменного и ее 

дифференцируемость. 
Пусть даны две комплексные плоскости.  
Если каждому комплексному числу iyxz   из множества D одной 

комплексной плоскости ставится в соответствие единственное число 
ivuw   из множества G другой комплексной плоскости, то задана функция 

 zfw   комплексного переменного. 
Множество D — область определения, G — множество значений 

функции f. 
 
Например:  

2zw  , где Cz  — функция комплексного переменного. 
Так как   xyiyxiyxz 22222  , то ivuw  , где 22 yxu  , 
xyv 2 . 
 

   zfyxuu Re,   — действительная часть функции  zfw  , 
   zfyxvv Im,   — мнимая часть функции  zfw  . 

Тогда  
     yxivyxuzfw ,,  . 

 



 7

Для того, чтобы однозначная функция      yxivyxuzfw ,,   была 
дифференцируема в точке iyxz  , необходимо и достаточно выполнения 
условий Коши-Римона: 

y

v

x

u








, 
x

v

y

u








. 

 
Тогда производная функции  zfw   находится следующим образом: 

 
y

u
i

y

v

x

v
i

x

u
zf
















 . 

 
Основные элементарные ФКП дифференцируются по тем же формулам, 

что и основные элементарные функции действительного переменного. 
 
Пример 9: Найдите значение функции комплексного переменного 

  14  zzf  в точке iz 210  . 
Решение. 
    iiiif 85184121421  . 

 

Пример 10: Найти значение производной функции   izzf 34 2   в 
точке iz 520  . 

Решение. 
  zzf 8 , 

    .101652852 iiif   
 

 
 


